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Prefacio

Las redes de Markov son modelos probabilisticos graficos, una herramienta
computacional para el modelado eficiente de distribuciones de probabilidad
que utiliza grafos para facilitar la representacién de problemas complejos.
Estos modelos han sido disenados para ser manipulados por sistemas ex-
pertos, utilizando la teoria de la probabilidad para razonar eficientemente
bajo condiciones de incertidumbre. Sin embargo, una limitacién importan-
te para el uso de estos modelos es que en la practica resulta complejo
disenarlos manualmente, ya que el conocimiento de expertos no siempre
es suficiente, sumado al hecho de que muchos dominios reales poseen una
gran dimensionalidad. Por esto, el aprendizaje de estos modelos a partir de
datos es un tépico que ha tomado gran relevancia, ya que la disponibilidad
de datos digitales es cada vez mayor, resultando ademas en un mecanismo

interesante para descubrir nuevo conocimiento a partir de datos digitales.

En este trabajo, la investigacion se centra en un enfoque especifico de apren-
dizaje de redes de Markov: los algoritmos basados en independencia. Estos
algoritmos estan disenados para aprender la estructura de independencias
del modelo, que es la componente que codifica de un modo compacto el co-
nocimiento sobre la distribucién. Los algoritmos basados en independencia
han sido disenados bajo lineamientos tedricos que permiten aprender la es-
tructura de un modo eficiente y robusto, a partir de la ejecucién de un con-
junto de tests estadisticos de independencia sobre los datos. Comtunmente,
los resultados de dichos tests son utilizados como restricciones que guian
una busqueda en el espacio de las estructuras de independencia posibles,
convergiendo a una estructura que satisface los resultados de todos los tests.
Estos algoritmos garantizan que la estructura aprendida es correcta bajo
la suposicién de que los tests estadisticos son confiables. No obstante, un
hecho muy comun en la practica suele ser que los datos disponibles no son
suficientes para obtener resultados correctos desde los tests estadisticos.

Cuando esto sucede, los algoritmos basados en independencia acumulan



y propagan suposiciones de independencia incorrectas, resultando en un
aprendizaje con gran cantidad de errores estructurales. Este hecho, que
resulta en una limitacién de real importancia a la hora de aplicar esta

tecnologia, es la motivacién de la presente tesis.

En este trabajo se presenta el enfoque de maximo a posteriori basado en
independencias para aprendizaje de estructuras de redes de Markov (IB-
MAP, del inglés independence-based mazimum-a-posteriori). Dado que los
algoritmos tradicionales descartan la estructura correcta cada vez que eje-
cutan un test erréneo, se propone un enfoque que asigna probabilidades a
las distintas estructuras, sin descartar ninguna. Para esto, se propone una
funcién de puntaje de estructuras basada en tests estadisticos denominada
IB-score (puntaje basado en independencias). Esta funcién permite compu-
tar de un modo aproximado la probabilidad a posteriori de una estructura
dados los datos Pr(G|D), combinando los resultados de un conjunto de
tests estadisticos. De este modo, las diferentes estructuras poseen un pun-
taje mas alto o més bajo segun las probabilidades de las independencias que
codifican. En resumen, el enfoque propuesto consiste en la maximizacion
de la funcién IB-score sobre el espacio de todas las estructuras posibles. A
modo de instanciacién de este enfoque se presenta una serie de algoritmos

que maximizan dicha funcién con diversos mecanismos de optimizacién.

Para validar el enfoque se evalu6 el desempeiio de las distintas instanciacio-
nes de la busqueda, evaluando la calidad de las estructuras aprendidas con
respecto a algoritmos basados en independencia que pertenecen al estado
del arte. Se presentan resultados sistematicos sobre una gran variedad de
dimensiones del problema, demostrando que este enfoque permite mejorar
significativamente la calidad de las estructuras aprendidas. Se demuestra
también que dichas mejoras pueden obtenerse a un costo computacional
competitivo respecto de los algoritmos del estado del arte. Dicha expe-
rimentacién fue llevada a cabo sobre datos sintéticos y datos del mundo
real, y en una aplicaciéon de aprendizaje de estructuras para algoritmos

evolutivos.

Palabras clave: Redes de Markov, Aprendizaje de estructuras, Tests de
independencia, MAP
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Capitulo

Introduccion

En la actualidad el conocimiento podria considerarse una de las piezas de ma-
yor valor para la humanidad. Conjuntamente, la existencia de datos en formato
digital es cada vez mas ubicua. Para aprovechar esto, dentro del area de apren-
dizaje de méaquinas se ha desarrollado una gran cantidad de mecanismos para
extraer conocimiento de modo automatizado, a partir del anélisis de datos digi-
tales. Una de las estrategias més poderosas que ha surgido en las ultimas décadas
consiste en aprender modelos probabilisticos grdficos desde datos (Pearl, 1988;
Lauritzen, 1996; Koller y Friedman, 2009). Esta representacién permite generali-
zar la légica proposicional y almacenar distribuciones de probabilidad conjunta de
un modo compacto. Con estos modelos se conforman bases de conocimiento pro-
babilisticas, las cuales cominmente son utilizadas para razonar bajo condiciones
de incertidumbre en sistemas inteligentes.

Los modelos probabilisticos gréficos estan conformados por dos componentes:
una estructura de independencias, y un conjunto de pardmetros numéricos. La
estructura codifica las independencias que se encuentran presentes en la distribu-
cién, y define una familia de distribuciones de probabilidad. La codificacion de
dichas independencias es la razon por la cual la distribucién puede almacenarse
compactamente. Para definir una distribuciéon tnica, el conjunto de parametros
numeéricos cuantifica las relaciones de la estructura. Los dos tipos de modelos
graficos mas populares son las redes de Bayes y las redes de Markov. Las redes

de Bayes han sido ampliamente utilizadas para codificar distribuciones donde las



1. INTRODUCCION

dependencias pueden representarse con un grafo dirigido aciclico. En cambio, las
redes de Markov (también conocidas como Markov Random Fields 6 undirec-
ted graphical models) permiten codificar distribuciones donde las dependencias
pueden representarse con un grafo no dirigido. Las lecturas introductorias mas
recomendables a nivel tedrico sobre modelos probabilisticos graficos en general son
los libros de Pearl (1988) y Lauritzen (1996). Adicionalmente, el libro de Koller
y Friedman (2009) es el libro de mayor envergadura en la actualidad, cubriendo
un amplio espectro de los aspectos del area.

Respecto de la utilizacion de estos modelos en aplicaciones practicas, actual-
mente la literatura posee una vasta cantidad de ejemplos en un amplio rango de
campos de la ciencia. Por ejemplo, en las areas de visién computacional y anélisis
de imégenes, Besag et al. (1991) muestra su aplicacién en arqueologia y epide-
miologia; 6 Anguelov et al. (2005), donde se ataca el problema de segmentacién
de objetos 3D. También resulta interesante el libro de Li (2001), que presenta
una exposicién del uso de redes de Markov para restauracion de imagenes y de-
teccion de bordes. Hay més ejemplos en el area de mineria de datos espaciales y
geoestadistica. El libro de Cressie (1992) describe cémo utilizar redes de Markov
para modelar rejillas de datos espaciales. También el trabajo de Shekhar et al.
(2004) presenta métodos de andlisis espacial y aplicaciones de redes de Markov en
campos como biologia, economia espacial, ciencias del clima y la tierra, ecologia,
geografia, agronomia, entre otros. También hay ejemplos de uso de modelos grafi-
cos en el drea de medicina, como Schmidt et al. (2008) que presenta un método
para detectar enfermedades coronarias a través del procesamiento de imagenes
de eco-cardiogramas, 6 el trabajo de Van Haaren et al. (2013) que utiliza apren-
dizaje de redes de Markov para estudiar la co-ocurrencia entre enfermedades; y
en el drea de biologia computacional Friedman et al. (2000) propone el uso de
redes de Bayes para aprender interacciones entre genes. Hay mas aplicaciones de
modelos graficos en el area de optimizacién evolutiva (Miithlenbein y Paa8; 1996;
Larranaga et al., 2012), como Larranaga y Lozano (2002) que describe el uso de
redes de Bayes para modelar la distribucion de probabilidades de individuos con
alto valor de fitness en algoritmos evolutivos, o més recientemente Alden (2007);
Shakya et al. (2012), donde aplican redes de Markov para el mismo propoésito.

También hay aplicaciones novedosas en el area de Recuperacion de la informacion,



como Metzler y Croft (2005); Cai et al. (2007), donde utilizan redes de Markov

para modelar las dependencias entre los términos de las consultas, o en Karyotis

(2010), donde también se utilizan redes de Markov para modelar las dependencias

contextuales y espaciales de la propagacion de software malicioso. Esta lista de

ejemplos podria extenderse por varias paginas maés.

El amplio impacto que han tenido los modelos probabilisticos graficos se debe

a que éstos proveen de un marco de trabajo que soporta tres capacidades consi-

deradas como “criticas” para los sistemas inteligentes, como se resalta en el libro
de Koller y Friedman (2009):

1)

i)

Representacion. Se provee de un modelo declarativo del conocimiento ba-
sado en grafos. Por un lado, estos modelos son compactos espacialmente,
otorgando una representacién eficiente y computacionalmente tratable de
las independencias condicionales de una distribucion de probabilidades. La
clave de esta representacion se encuentra en la explotacién de las indepen-
dencias, ya que comunmente las variables aleatorias de una distribucion sélo
interactian directamente con algunas de las demas variables. Por otro lado,
por ser graficos estos modelos son declarativos, lo que los hace practicos
para que un humano experto pueda entender y evaluar su seméntica y sus

propiedades.

Inferencia. Dado un modelo gréfico, la tarea mas fundamental es compu-
tar distribuciones marginales de un subconjunto del dominio. Esta tarea,
usualmente llamada inferencia, se utiliza para llevar a cabo predicciones.
La inferencia es la sub-rutina méas elemental de los modelos graficos. Sin
embargo, la inferencia exacta es NP-completa en general (Cooper, 1990).
Existen varios métodos aproximados para hacer inferencia. En Koller y
Friedman (2009) se describen los métodos mas populares, como elimina-
cion de variables, métodos de Monte Carlo, y la propagacion de creencias
iterativa. Otros trabajos recientes son el pase de mensajes en drboles ponde-
rados (Wainwright et al., 2003), Power EP (Minka, 2004), propagacion de
creencias generalizada (Yedidia et al., 2005), y Pase de mensajes variacio-

nal (Winn y Bishop, 2005). Interesantemente, existe una libreria de codigo



1. INTRODUCCION

abierto que provee implementaciones de varios de estos métodos (Mooij,

2010).

ii1) Aprendizaje. La construccién de un modelo grafico puede llevarse a cabo
manualmente por un conjunto de humanos expertos, o puede llevarse a ca-
bo aprendiendo este modelo automaticamente desde los datos. Existe gran
cantidad de algoritmos que modelan la distribucién de probabilidad de los
datos, devolviendo un modelo grafico como soluciéon. Esto resulta muy po-
deroso, ya que el conocimiento de los expertos tiene sus limites, y no siempre
resulta suficiente para disenar un modelo propicio. Por esto, algunos autores
consideran a estos algoritmos como una herramienta para descubrimiento
de conocimiento (KDD, del inglés, knowledge discovery in data bases). Méas
aun, cuando se construyen modelos para un problema especifico es posible
incluso utilizar un enfoque hibrido, utilizando algunas partes del modelo
disenadas manualmente por expertos, y completando los detalles automati-

camente, segin lo aprendido desde los datos.

1.1. Motivacion

Dadas las amplias capacidades de los modelos probabilisticos graficos, y la
vasta variedad de aplicaciones posibles de este tipo de modelos, el presente trabajo
pretende contribuir especificamente sobre el area del aprendizaje de redes de
Markov. Mas especificamente, la contribucién es un nuevo enfoque de aprendizaje
de estructuras de independencia de dichos modelos. Su desarrollo se llevo a cabo
continuando la linea de uno de los enfoques especificos que se ha desarrollado
recientemente: los algoritmos basados en independencia.

El enfoque basado en independencia ha sido disenado bajo sélidos lineamientos
tedricos, permitiendo un aprendizaje eficiente y robusto a partir de la ejecucion
de un conjunto de tests estadisticos de independencia sobre los datos. Los resul-
tados de dichos tests son utilizados como restricciones que guian una busqueda
en el espacio de las estructuras de independencia posibles, convergiendo a una
estructura que satisface los resultados de todos los tests. Un aspecto interesante

de estos algoritmos es que garantizan que la estructura aprendida es correcta,
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bajo la suposicion de que los tests estadisticos son correctos. Sin embargo, pa-
ra computar estadisticas confiables los tests de independencia requieren poseer
una cantidad de datos que crece exponencialmente con el nimero de variables
que involucran. Por este motivo, en muchos casos de la practica los datos no son
suficientes para computar tests estadisticamente confiables. En estos casos, los
algoritmos basados en independencia descartan la estructura correcta cada vez
que ejecutan un test erréoneo, y cometen errores en cascada durante su ejecucion,
es decir, los errores se acumulan y propagan, aprendiendo estructuras con gran
cantidad de errores estructurales. Por esto, utilizar los resultados de los tests es-
tadisticos como simples restricciones resulta ser una limitacion importante del

enfoque.

1.2. Tesis

Este trabajo propone un nuevo enfoque para aprendizaje de estructuras de
independencias de redes de Markov. La motivaciéon del enfoque presentado se
debe a la necesidad de mejorar la calidad de las estructuras aprendidas por los
algoritmos basados en independencia, que confian ciegamente en los resultados
de los tests estadisticos. El objetivo es proveer un enfoque de aprendizaje mas
robusto, que aun estando basado en el uso de tests estadisticos, evita la propa-
gacion y acumulacion de los errores estructurales generados por tests estadisticos
incorrectos.

Es oportuno destacar que esta tesis se centra especificamente en el aprendizaje
de estructuras correctas (es decir, sin errores estructurales), del mismo modo
que los algoritmos basados en independencia. Si bien el aprendizaje de la red de
Markov completa requiere de aprender la estructura de independencias y también
los parametros numéricos del modelo, los algoritmos estudiados en este trabajo
centran su atencién en el mejoramiento del aprendizaje estructural. Esto se debe a
que el aprendizaje de la estructura cumple un rol mas importante, ya que cuando
se lleva a cabo el aprendizaje de los pardmetros sobre estructuras incorrectas, las
distribuciones aprendidas son muy diferentes a la distribucién correcta.

La hipotesis central de esta investigacion es que es posible mejorar la calidad

de las estructuras aprendidas por los algoritmos basados en independencia me-
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diante el uso de un enfoque probabilistico que permita combinar los resultados
de diversos tests, para tomar decisiones mas acertadas en el aprendizaje de la
estructura de independencias, relajando la suposicion de que los tests estadisticos
son correctos. Mas ain, el uso de un enfoque probabilistico otorga un modo de
disenar diversos algoritmos para mejorar significativamente la calidad del apren-
dizaje de estructuras. Como hipdtesis secundaria, se sostiene que ademas este
enfoque puede permitir el disenio de algoritmos eficientes computacionalmente.
A modo de tesis derivada de dichas hipdtesis, la contribucion del presente tra-
bajo es un enfoque probabilistico basado en independencias llamado IBMAP (por
sus siglas en inglés, independence-based mazimum-a-posteriori). IBMAP propone
el uso de una funcién de puntaje de estructuras que utiliza tests estadisticos de
independencia, llamada IB-score (también del inglés, puntaje basado en indepen-
dencias). Esta funcién permite computar de un modo aproximado la probabilidad
a posteriori de una estructura dados los datos Pr(G|D), combinando los resulta-
dos de un conjunto de tests estadisticos. De este modo, el aprendizaje de estruc-
turas consiste en maximizar el IB-score sobre el espacio de todas las estructuras
posibles, asignando a cada estructura un puntaje mas alto o méas bajo segun las
probabilidades de las independencias que codifican. A modo de instanciacién del
enfoque IBMAP se presenta una serie de algoritmos que realizan la maximiza-
cion con diversos mecanismos de optimizacion. Entre ellos, la instanciaciéon mas
competitiva en términos de calidad y eficiencia computacional es un algoritmo
que realiza una busqueda local heuristica disenada para obtener eficientemente

estructuras de alta calidad.

1.3. Organizacién

El resto de este documento estd organizado como se describe a continuacion.
El Capitulo 2 provee informacion conceptual y tedrica de respaldo sobre la repre-
sentacién de las redes de Markov y el aprendizaje de su estructura de indepen-
dencias. Se explican en detalle los aspectos referentes a la representacién de estos
modelos. Luego se explica el problema de aprendizaje de redes de Markov desde
datos, sus aspectos técnicos, los objetivos que suelen tener los usuarios del apren-

dizaje de estos modelos, se revisa el problema de aprendizaje paramétrico y el
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problema de aprendizaje de la estructura de independencias. Se explican también
algunos aspectos tedricos especificos del problema de aprendizaje de estructuras,
y se revisan los enfoques que muestra la literatura para resolver el problema.

El Capitulo 3 revisa el estado del arte de los algoritmos basados en indepen-
dencia, describiendo como funciona cada uno de los algoritmos que aparecen en la
literatura, explicando el alcance de cada uno en términos de calidad. Finalmente,
se hace un analisis del estado del arte, y se destaca cémo los distintos algoritmos
recaen en el problema que se ataca en la presente tesis. Los contenidos de los
Capitulos 2 y 3 son, en su mayoria, derivados de Schliiter (2012).

El Capitulo 4 describe la tesis de este trabajo: el enfoque IBMAP para apren-
dizaje robusto de estructuras de independencia de redes de Markov. Se describen
los aspectos tedricos del enfoque y las caracteristicas generales del mismo. Se ex-
plica la funcién IB-score, una funciéon de puntaje basada en independencias para
el cémputo aproximado de Pr(G | D). Se describe también el conjunto de cierre
basado en mantas de Markov, un mecanismo légico para computar el IB-score
eficientemente. Ademas, se explican diversos métodos de optimizacion para ins-
tanciar el enfoque IBMAP, es decir, una serie de algoritmos que utilizan diferentes
técnicas para maximizar el IB-score.

El Capitulo 5 muestra los resultados experimentales obtenidos con el enfo-
que IBMAP. Se valida el enfoque mediante la evaluacién del desempeno de sus
distintas instanciaciones, evaluando la calidad de las estructuras aprendidas con
respecto a algoritmos basados en independencia que pertenecen al estado del ar-
te. Se presentan resultados sistematicos sobre una gran variedad de dimensiones
del problema, demostrando que maximizar la funcién IB-score permite mejorar
significativamente la calidad de las estructuras aprendidas. Se demuestra también
que existe un algoritmo que puede mejorar contundentemente la calidad de los
algoritmos del estado del arte a un costo computacional altamente competitivo.
Adicionalmente, se muestran experimentos similares sobre conjuntos de datos del
mundo real, y se muestran también resultados tras aplicar el enfoque en una apli-
cacion real, donde el aprendizaje de estructuras se utiliza como paso intermedio
de algoritmos evolutivos. Los contenidos de los Capitulos 4 y 5 son derivados

mayormente de Schliiter et al. (2014).
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Finalmente, el Capitulo 6 resume las contribuciones y conclusiones de la tesis,
detallando ademaés la investigacion complementaria realizada durante el trans-
curso de esta investigacion, y finalizando con una enumeraciéon de las lineas de
investigacion futura que se han reconocido como prioritarias para extender este

trabajo.



Capitulo

Marco tedrico

Este capitulo provee informacién conceptual y tedrica de respaldo sobre la
representacion de las redes de Markov y el aprendizaje de su estructura de inde-
pendencias. Para comenzar, se describen los detalles técnicos de la representacion
de las redes de Markov. Luego, se explica el aprendizaje de redes de Markov desde
datos, sus aspectos técnicos, los objetivos que suelen tener los usuarios del apren-
dizaje de estos modelos, el problema de aprendizaje de parametros numéricos, y

se describen los enfoques que muestra la literatura para resolver el problema.

2.1. Redes de Markov

En general, los modelos graficos consisten en dos componentes: uno cualitati-
vo, y otro cuantitativo. Ambos componentes permiten representar una distribu-
cién de probabilidades P sobre un dominio de n variables aleatorias, denotado
V = {Xy, ..., X,,_1}. De aqui en adelante, n hard referencia a la cantidad de va-
riables del dominio (el tamano del problema). El componente cualitativo es la
estructura de independencias G (también conocida como la red, o el grafo) del
modelo, que representa las independencias condicionales existentes entre las va-
riables del dominio, y define una familia de distribuciones de probabilidad. El
componente cuantitativo es un conjunto de parametros numéricos 6 que define
una distribucién unica entre la familia denotada por la estructura, y cuantifica

las relaciones existentes en la misma.



2. MARCO TEORICO

2.1.1. La estructura de independencias

La estructura de independencias es una representacién compacta de las in-
dependencias condicionales presentes en la distribucion subyacente P. En dicha
distribucion, dos variables X e Y son independientes condicionalmente dado un
conjunto de variables Z cuando sabiendo el valor de las variables en Z, los va-
lores de Y no son informativos para predecir los valores de X. En este trabajo,
denotamos las independencias condicionales como (X LY |Z), y (XUY|Z) a las
dependencias condicionales.

Comunmente, la representacion de la estructura de independencias G de una
red de Markov es un grafo no dirigido con n nodos, cada uno representando a una
variable aleatoria del dominio V. Las aristas en el grafo codifican independencias
condicionales entre las variables. Cada arista representa una influencia proba-
bilistica directa entre dos variables, es decir, ninguna otra variable puede mediar
esta influencia. La Figura 2.1 muestra dos ejemplos de estructuras no dirigidas,
ambas representando dominios de n = 12 variables aleatorias V = { X, ..., X11}.
En el ejemplo (a) se muestra un grafo irregular con diferentes grados de conecti-
vidad para los distintos nodos. En el ejemplo (b) se muestra una rejilla regular
donde las variables pertenecen al dominio de un problema espacial, como se usa
tipicamente para representar imagenes 2D, o para modelos Ising (que son modelos
matemadticos de ferromagnetismo muy utilizados en mecénica estadistica).

La estructura es un mapa de las independencias de la distribucion que se
modela. Dichas independencias pueden leerse del grafo a través de la técnica de
separacion de vértices. La lectura de independencias condicionales se realiza so-
bre un grafo dado, considerando que cada variable es independiente de todas las
variables que no son sus vecinas en el grafo (es decir, adyacentes), condicionando
en todas sus variables vecinas. Esto es a lo que se llama la propiedad local de
Markov. Por ejemplo, en la Figura 2.1 (a), se codifica una independencia condi-
cional entre las variables Xy y X3, dado el conjunto de variables { X7, X5}. Otro
ejemplo puede verse en la rejilla de la Figura 2.1 (b), donde X5 es independien-
te condicionalmente de todas sus variables no vecinas, si condicionamos en sus
variables vecinas { X1, X4, Xg, Xo}.

10
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(a) (b)

Figura 2.1: Ejemplo de dos estructuras de independencia. (a) Un grafo irregular
con diferentes grados de conectividad sobre sus nodos, y (b) una rejilla regular

donde las variables pertenecen al dominio de un problema espacial.

2.1.2. Parametrizacion del modelo

Esta seccion explica cémo cuantificar las relaciones codificadas en una estruc-
tura de independencias. Aunque este trabajo sélo ataca el problema del aprendi-
zaje de estructuras, los aspectos cuantitativos de las redes de Markov se explican
aqui brevemente a fin de proveer un panorama claro y completo a los lectores
sobre como la estructura influye en la construccién de un modelo completo. Por
esto, a continuacién se describe un método estandar extraido de Pearl (1988) para

factorizar distribuciones a partir de un grafo arbitrario G-

= [dentificar los maximos sub-grafos cuyos nodos estan todos interconectados
entre si, llamados los cliques mazimales de G. Por ejemplo, en el grafo
en la Figura 2.1 (a) hay un clique maximal de tamano 4 entre los nodos
correspondientes a las variables {X7, Xg, Xj9, X11}, dos cliques maximales
de tamano 3 entre los nodos {Xo, X3, X5} v {X5s, Xo, X11}, v el resto de las
aristas son cliques maximales de tamano 2. En la Figura 2.1 (b) todos los

cliques son de tamano 2.

= Para cada clique c en el conjunto € de todos los cliques de G, asignar una

11
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funcién potencial no negativa g.(V.) (donde V. es el conjunto de variables
que corresponden al clique ¢) midiendo el grado relativo de compatibilidad
asociada con cada configuracién posible de V.. Usualmente cada funcién
potencial se representa mediante una tabla con un pardametro numeérico
asignado a cada asignacion completa posible de las variables que componen

el clique c. Los valores de estos parametros no estan normalizados.

» Forme el producto [] g.(V.) de las funciones potenciales sobre todos los
cel
cliques.

= Construya la distribucién conjunta normalizando el producto sobre todos

los valores de las posibles combinaciones de las variables del sistema.

1
H%MmJ:EHMW% (2.1)
cel
donde Z es aqui la funcion de particion, 6 también conocida como constante

de normalizacion, computada como:

Z = Z ch(vc)' (2'2)

X0,.,Xn—1c€C

Mediante el conocido teorema de Hammersley-Clifford (Hammersley y Clif-
ford, 1971) puede probarse que la forma general de la distribucién de la Ecua-
cién (2.1) incluye todas las independencias condicionales codificadas en el grafo
G. Esta forma de las distribuciones presenta algunas dificultades. Primeramente,
es complejo discernir el significado de las funciones potenciales. Ademss, el costo
computacional de calcular la funcién de particiéon Z requiere una suma exponen-
cial sobre todas las posibles configuraciones de las asignaciones completas de las

variables.

2.1.3. Correctitud de la estructura

Para representar correctamente una distribucion de probabilidades P median-
te una red de Markov, la estructura G debe ser un mapa de las independencias que

estan presentes en P. Como se prueba formalmente en Pearl (1988), un grafo G

12
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se llama un mapa de independencias (6 simplemente I-map) de una distribucién

P cuando todas las independencias codificadas en G existen en P.

Definicién 1. I-map (Pearl, 1988)[p.92]. Un grafo G es un I-map de una dis-
tribucion P si para todos los subconjuntos disjuntos de variables X, Y y Z, se

satisface la siguiente condicion:

donde (X1LY|Z), son las independencias codificadas en G, y (X, Y,Z), son las
ndependencias existentes en la distribucion subyacente P.

Similarmente, G es un mapa de dependencias (D-map) cuando:
(X1Y|Z), = (X,Y,Z),. (2.4)

Cuando se utiliza un grafo G que es un I-map de P se garantiza que los nodos
que estan separados corresponden a variables independientes, pero no se garantiza
que todos los nodos conectados sean dependientes. Contrariamente, cuando G es
un D-map se garantiza que todos los nodos conectados en G son dependientes
en la distribucion P. De esto se desprende que los grafos totalmente conectados
(todas las aristas posibles) son I-maps triviales, y los grafos vacios (sin ninguna
arista) son D-maps triviales. Se dice que una distribucién P es un mapa perfecto
de P si es al mismo tiempo un I-map y un D-map.

Otro concepto importante es el de isomorfismo a grafos, intimamente relacio-
nado a la separacién de vértices. Basicamente, una distribucién es isomorfa a un
grafo cuando todas las independencias entre sus variables pueden ser codificadas

mediante un grafo no dirigido.

Definicién 2. Isomorfismo a grafos (Pearl, 1988)[p.93].
Se dice que una distribucion es isomorfa a grafos cuando existe un grafo no
dirigido G que es un mapa perfecto de P, es decir., para todos los subconjuntos

disjuntos X, Y y Z, se cumple:
(X1Y|Z), = (X,Y,Z),. (2.5)

Una condicién necesaria y suficiente para que una distribucién P sea isomorfa
a grafos es que (X,Y,Z), satisfaga los siguientes axiomas de independencia,

introducidos por Pearl y Paz (1985):

13
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Simetria (X1LY|Z) < (Y1X]|Z)

Descomposicién (X1Y U WI|Z) = (X1Y|Z) & (X1 W|Z)

Transitividad (X1LY|Z) = (X1LA|Z) or (ALY]|Z) (2.6)

Unién Fuerte  (XULY|Z) = (XLY|ZUW)
Interseccién (XLY|ZUW) & (XULUWIZUY) = (XY UW|Z),

donde X, Y, Z y W son todos subconjuntos disjuntos del conjunto de todas las
variables del dominio V, y A representa una variable simple, que no pertenece
a XUY UZUW. El axioma de interseccién es valido sélo para distribuciones
de probabilidad estrictamente positivas (lo que significa que todas las configu-
raciones de la distribucién tienen una probabilidad mayor a cero). Esta lista de
axiomas representa las relaciones que se satisfacen entre las independencias que
estan codificadas por la estructura. Hay otro conjunto de axiomas que se cumple
para redes de Bayes, pero estan fuera del interés de este trabajo.

En resumen, cuando una distribucién P es isomorfa a un grafo, existe un grafo
no dirigido G que es un mapa perfecto para la distribuciéon P. Para representar
una distribucién P, puede utilizarse cualquier grafo G que sea un I-map de P, ya
que todas las independencias codificadas pertenecen a la distribucién, y contri-
buyen a que el modelo de la distribucién sea mas compacto. Por esto, mientras
mas independencias de la distribucion sean codificadas por el grafo, mejor sera el
modelo en términos de su precision y complejidad. Por tltimo, nétese que asu-
mir isomorfismo a grafos es una decisién realmente importante, ya que no todas
las distribuciones reales pueden representarse mediante un grafo no dirigido. Por
ejemplo, hay distribuciones que pueden representarse naturalmente por grafos
aciclicos dirigidos, y en este caso, las redes de Bayes son el modelo correcto a

utilizar.
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2.1.4. La manta de Markov de una variable

En esta seccién se describe el concepto de la manta de Markov de una variable,
un concepto tedrico central en la representacién de distribuciones de probabili-
dad (Pearl, 1988). La manta de Markov de una variable es el inico conocimiento
necesario para predecir el comportamiento de dicha variable. Por esto, este con-
cepto tiene una gran relevancia para una amplia variedad de aplicaciones donde

las relaciones locales entre algunas variables son realmente significativas.

Definicién 3. Manta de Markov. La manta de Markov de una variable X es un
conjunto minimo de variables, denotado aqui MBX | condicionado en el cual todos

los modos del dominio V que no pertenecen a dicho conjunto son independientes
de X, es decir:
VY € V- {MB*}, (X1Y|MBY). (2.7)

Esto significa que la manta de Markov de una variable X es el conjunto mas
pequeno de variables que protege a X de la influencia probabilistica de todas las
variables que no pertenecen a dicho conjunto. Desde un punto de vista grafico, la
manta de Markov de X es basicamente el conjunto de todos los nodos vecinos en
el grafo (es decir, unidos por una arista).

En el libro de Pearl (1988) se prueba formalmente que para distribuciones
estrictamente positivas, la estructura de independencias puede construirse si po-
seemos la manta de Markov de cada una de las variables del dominio, conectando
con una arista todas las variables X e Y cuando X pertenezca a la manta de
Markov de Y. También se prueba que cada variable X € V en una distribucion

isomorfa a grafos, tiene una unica manta de Markov.

2.2. El aprendizaje de redes de Markov

Esta seccion discute las dificultades del problema de aprendizaje de redes
de Markov a partir de datos. Esta tarea requiere idealmente que el tamano del
conjunto de datos de entrenamiento D sea suficiente, y que los datos sean, en
efecto, un muestreo representativo de la distribucién subyacente P. Cuando es-
tas condiciones se satisfacen, es posible aprender un modelo de representacién de

P explorando y analizando D. El conjunto de datos D utilizado como entrada
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contiene informacién histérica, cominmente estructurada en formato tabular, lo
que es estandar en aprendizaje de maquinas. Esto significa que los datos poseen
un formato de tabla, con una columna por cada una de las variables aleatorias
de la distribucion P, y una fila por cada entrada de datos, siendo cada fila una
asignacion completa de todas las variables. Por ejemplo, una fila de un conjunto
de datos con n = 4 variables aleatorias binarias V = { Xy, X;, X5, X3} podria
ser (Xo =0,X; =1,Xy =1, X3 = 0). Generalmente, en la literatura de apren-
dizaje de redes de Markov se ignora el problema de datos incompletos, ya que
esto suele resolverse mediante algoritmos estandar que completan datos, que se
utilizan previamente al proceso de aprendizaje de la red de Markov a modo de

pre-procesamiento.

2.2.1. Objetivos del aprendizaje

Para evaluar el mérito de un método de aprendizaje de redes de Markov es
importante considerar cudl ha sido el objetivo por el cual se estd llevando a cabo
el aprendizaje. Claramente, el aprendizaje de un modelo completo (estructura y
pardmetros numéricos) es el método ideal, pero dadas las limitaciones compu-
tacionales, espaciales o de requerimiento de datos, puede que esto no sea posible
en la practica. Por esto, usualmente suelen considerarse otros objetivos menos
ambiciosos, como los tres objetivos de aprendizaje discutidos en el libro de Koller
y Friedman (2009):

s FEstimacion de densidad. Una razén comun para aprender una red de Mar-
kov es usar esta misma para alguna tarea de inferencia. Cuando se formula
el objetivo de aprendizaje como de estimacion de densidad, se pretende
construir un modelo M de manera que la distribucién definida se acerque
a la distribucién soluciéon P. Una métrica comun para evaluar la calidad de
dicha aproximacion es el uso de la verosimilitud de los datos dado el mo-
delo, Pr(D | M). Como este objetivo asume que se requiere la distribucion

completa P, resulta intratable para dominios de gran dimensionalidad.

s Tareas de prediccion especificas. El objetivo es predecir la distribucién de un

conjunto particular de variables Y, dado otro conjunto disjunto X. Cuando
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el modelo se usa sélo para una tarea especifica, si nunca se evalta el modelo
para predecir los valores de las variables X, es mejor opciéon optimizar la
tarea de aprendizaje para mejorar la calidad respecto de la prediccion de
los valores de las variables en el conjunto Y. Este ha sido el ob jetivo de una
gran parte del trabajo en aprendizaje de maquinas. Por ejemplo, considere
el problema de clasificacién de documentos para un conjunto dado de pa-
labras, y una variable que etiqueta si el topico del documento es relevante
a las palabras. Otro ejemplo bien conocido es la tarea de segmentacion de
imégenes, donde el objetivo de la tarea es predecir las etiquetas de clase

para todos los pixeles en la imagen, dadas sus caracteristicas.

s Descubrimiento de conocimiento. Cuando se pretende aprender la distri-
bucién con este objetivo se intenta aprender la estructura correcta de la
distribucion solucién. Este objetivo es muy comun en la practica, ya que
la estructura aprendida puede revelar importantes propiedades del domi-
nio de estudio. Esta es una motivacién muy diferente al aprendizaje de
la distribucion completa. Un andlisis detenido de la estructura aprendida
puede mostrar dependencias entre variables, como correlaciones positivas o
negativas. Por ejemplo, en el dominio de diagnodstico médico, aprender la
estructura del modelo puede ser til para aprender qué factores son los cau-
santes de ciertas enfermedades, y qué sintomas se asocian con las diferentes

enfermedades.

Debido a que la contribucién del presente trabajo esta orientada al aprendi-
zaje de la estructura de independencias correcta, podria decirse que el objetivo
de aprendizaje del enfoque propuesto es descubrimiento de conocimiento. Sin em-
bargo, el enfoque podria utilizarse de igual manera con los demds objetivos de

aprendizaje.

2.2.2. Estimacion paramétrica

La estimacion de parametros para redes de Markov usualmente se lleva a
cabo ajustando el valor de los pardmetros a los datos (es decir, aprendiéndolos

automédticamente) ya que esta tarea es casi imposible de realizar manualmente, y
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los modelos aprendidos desde los datos utilizando validacion cruzada usualmente
muestran un buen rendimiento. Sin embargo, se ha demostrado que esta tarea es
NP-completa (Barahona, 1982).

Para estimar los parametros, el método mas comin que se ha propuesto es la
estimacion de la mdzxima verosimilitud (més conocido en inglés como mazimum-
likelihood estimation), potencialmente utilizando algiin método de regularizacion,
como un parametro a priori adicional. Desafortunadamente, evaluar la verosimi-
litud de un modelo completo requiere del cémputo de la funcién de particion
Z para cada conjunto de parametros propuesto durante el proceso de estima-
cién. La funcion Z se utiliza para normalizar el producto sobre todas las posibles
combinaciones de valores de las variables del dominio, como se muestra en la
Ecuacién (2.2). Aunque no es posible optimizar la méxima verosimilitud de for-
ma exacta, si se garantiza que el 6ptimo global puede encontrarse, ya que esta
funcion es céncava. Por esto, se introducen algunas aproximaciones y heuristi-
cas en Minka (2001); Vishwanathan et al. (2006), para reducir el costo de la
estimacion de parametros mediante métodos iterativos, como ascenso por simple
gradiente, u otros algoritmos sofisticados de optimizacién. Desafortunadamente,
este problema aun resulta intratable para dominios de gran dimensionalidad, ya
que el uso de la funciéon de particién acopla todos los pardmetros del modelo,
requiriendo métodos iterativos que utilizan inferencia en cada paso.

Se han propuesto varias soluciones aproximadas para disminuir el costo de la
estimacién de los pardmetros. Algunas alternativas tratables son PL (del inglés,
Pseudo-likelihood) (Besag, 1977), y SM (también del inglés, Score Matching)
(Hyvérinen y Dayan, 2005). El método de propagacidon de creencias iterativa (més
conocido en inglés como loopy belief propagation) propuesto en Pearl (1988) y
luego en Yedidia et al. (2005), con algunas variantes introducidas en Wainwright
y Jordan (2008), utiliza una técnica de inferencia para aproximar el gradiente de
la funcién de verosimilitud. En Ganapathi et al. (2008) también se presenta otra
solucién para mejorar el rendimiento del método de propagacién de creencias.

Adicionalmente, para evitar el sobre-ajuste, muchos métodos de puntuacién
requieren del uso de un término de regularizacion, agregando un hiper-pardmetro

extra, cuyo mejor valor debe encontrarse empiricamente. Por ejemplo, utilizan-
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do validaciones cruzadas puede encontrarse el mejor valor corriendo el paso de

entrenamiento para diferentes valores del hiper-parametro.

2.2.3. Aprendizaje de la estructura de independencias

Los dos enfoques mas utilizados para aprender la estructura de independen-
cias de redes de Markov a partir de datos son los enfoques basados en puntaje
y basados en independencia (también conocido como basado en restricciones).
Ambos enfoques han sido motivados por distintos objetivos de aprendizaje (los
descriptos en la Seccién 2.2.1). Generalmente, los enfoques basados en puntaje
pueden funcionar mejor para tareas donde se requiere inferencia o prediccion, es
decir, cuando el objetivo de aprendizaje es estimacion de densidad. Como se expli-
ca luego, en la Seccién 2.2.3.1, los métodos basados en puntaje aprenden una red
de Markov completa (es decir, aprenden la estructura, y sus pardmetros). Existen
diversos usos de las redes de Markov para este propoésito, incluyendo segmenta-
cién de imagenes y otros, donde se requiere ejecutar una tarea de inferencia. En
cambio, los métodos basados en independencia son mas propicios para los otros
objetivos de aprendizaje: tareas de prediccién especificas y descubrimiento de co-
nocimiento. Por un lado, los algoritmos basados en independencia cominmente se
utilizan para tareas como seleccién de categorias para clasificacién (més conocido
por su nombre en inglés: feature selection), ya que es posible hacer un aprendizaje
local para un conjunto particular de variables de interés (ver méas detalles en la
Seccién 2.2.3.2). Por otro lado, los algoritmos basados en independencia suelen
ser utilizados para tareas de descubrimiento de conocimiento en tareas donde es
importante el entendimiento de las interacciones entre las variables del dominio,

como por ejemplo bio-informatica, genémica, o diagnéstico médico.

2.2.3.1. Enfoque basado en puntaje

Los algoritmos basados en puntaje fueron propuestos para aprender la estruc-
tura de independencias de redes de Bayes en los trabajos de Lam y Bacchus (1994)
y Heckerman et al. (1995), y luego se propusieron para redes de Markov en los
trabajos de Della Pietra et al. (1997) y McCallum (2003). Estos algoritmos enfo-

can el problema como una optimizacién sobre el espacio de modelos completos,
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haciendo una buisqueda para maximizar una funciéon de puntaje. Los algoritmos
tradicionales hacen una busqueda global sobre el espacio de las estructuras y los
pardmetros, para aprender un conjunto de “caracteristicas” (en inglés: features)
que capturan precisamente regiones de alta probabilidad. Una caracteristica es
béasicamente un conjunto de asignaciones a un subconjunto de las variables del
dominio.

El primer algoritmo propuesto para aprendizaje de estructuras de redes de
Markov usando el enfoque basado en puntaje es el de Della Pietra et al. (1997).
Este algoritmo aprende la estructura generando un conjunto de caracteristicas
desde los datos. Su estrategia se basa en una busqueda “de arriba hacia abajo”,
es decir, una busqueda que va desde lo general hacia lo especifico. Este algorit-
mo comienza con un conjunto de caracteristicas atémicas (una funcién por cada
una de las variables del dominio). Luego, se crea un conjunto de caracteristicas
candidatas de dos modos. Primero, cada caracteristica que se halla actualmen-
te en el modelo se asocia con cada una de las otras caracteristicas del modelo.
Segundo, cada caracteristica en el modelo se asocia con cada una de las carac-
teristicas atémicas. Luego, por razones de eficiencia, los parametros se aprenden
para cada caracteristica candidata, asumiendo que los pardmetros de todas las
otras caracteristicas permanecen sin cambios. Cuando se aprenden los parame-
tros, se utiliza un mecanismo de inferencia basado en muestreo de Gibbs. Luego,
por cada caracteristica candidata, el algoritmo evalia qué tanto se incrementa
la verosimilitud al agregar cada caracteristica. Luego de evaluar para todas las
caracteristicas, se agrega aquella que maximiza esta medida. El procedimiento
finaliza cuando ninguna caracteristica candidata mejora el puntaje del modelo.
Otro algoritmo que utiliza el mismo enfoque se propone en McCallum (2003).
Este algoritmo es similar, pero utiliza una funcion heuristica més eficiente para
buscar sobre el espacio de estructuras candidatas, induciendo automaticamente
cudles son las caracteristicas que mejoran la verosimilitud. Sin embargo, como
se reporta en Davis y Domingos (2010), estos métodos que van desde lo general
hacia lo especifico son ineficientes, debido a que buscan diversas variaciones sobre
el espacio de busqueda que no tienen soporte en los datos, y porque ademés son

muy propensos a caer en 6ptimos locales.
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Recientemente, otros enfoques alternativos se han considerado (Lee et al.,
2006; Hofling y Tibshirani, 2009; Ravikumar et al., 2010). En éstos enfoques se
propone acoplar el aprendizaje paramétrico con el aprendizaje de las caracteristi-
cas en un solo paso, utilizando regularizacion-L, que fuerza la mayoria de los
parametros numéricos a cero. Estos algoritmos también enfocan el problema co-
mo una optimizacion, otorgando un gran conjunto inicial de caracteristicas, que
contiene a todas las posibles caracteristicas de interés. Luego, después del aprendi-
zaje, la seleccion de modelos se lleva a cabo seleccionando aquellas caracteristicas
con parametros no nulos. Por razones de eficiencia, los enfoques de Hofling y Tibs-
hirani (2009), y Ravikumar et al. (2010) s6lo construyen estructuras “pairwise”
(redes que para factorizar sélo involucran cliques de tamanio 2 6 1). En cambio, el
algoritmo de Lee et al. (2006), puede aprender arbitrariamente largas funciones
potenciales (pese a que solamente muestra experimentacién sobre potenciales de
tamano 2).

Un enfoque alternativo reciente se propuso en Davis y Domingos (2010); Lowd
y Davis (2014), donde se presenta el algoritmo de aprendizaje “de abajo hacia
arriba” para redes de Markov (BLM, del inglés Bottom-up Learning of Markov
Networks). BLM comienza con caracteristicas grandes, una por cada punto de
datos presente en el conjunto de datos de entrenamiento, generalizando cada
una de éstas para que coincidan con sus k-vecinas mas cercanas, removiendo
variables. Cuando una caracteristica nueva generalizada mejora el puntaje del
modelo, se incorpora al mismo. El bucle finaliza cuando ninguna generalizacién
puede mejorar el puntaje.

Uno de los enfoques presentado mas recientemente en Van Haaren y Davis
(2012) es el algoritmo de aprendizaje de estructuras mediante generacion y selec-
cién (GSSL, del inglés Generate Select Structure Learning) , que combina aspectos
de ambos enfoques. Bésicamente, en la fase de generaciéon de caracteristicas, el
algoritmo procede con un enfoque “de abajo hacia arriba” para explorar el espa-
cio de las caracteristicas candidatas, generando las caracteristicas iniciales desde
los datos (al igual que BLM). Luego, en una fase de seleccién de caracteristicas,
se lleva a cabo el aprendizaje paramétrico solo una vez, a fin de seleccionar las

mejores caracteristicas, y luego se sigue la filosofia de los enfoques basados en
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modelos locales, intentando minimizar el costo computacional del aprendizaje de

parametros.

2.2.3.2. Enfoque basado en independencia

En lineas generales, los algoritmos basados en independencia consisten en una
buisqueda llevada a cabo mediante la evaluacion iterada de tests estadisticos de
independencia condicional entre distintas consultas de independencia sobre los
datos. Cada nueva independencia encontrada en los datos puede ser inconsistente
con una o mas estructuras, las cuales directamente se descartan como candida-
tas. El algoritmo prosigue hasta que queda una sola estructura consistente con
los tests realizados. La existencia de una tnica estructura consistente puede de-
mostrarse bajo suposiciones (Spirtes et al., 2000). También suele llamarse a estos
algoritmos como basados en restricciones, ya que la busqueda que realizan puede
ser vista como un problema de satisfaccién de restricciones, donde las indepen-
dencias aprendidas por los tests estadisticos desde el conjunto de datos de entrada
son las restricciones, y el objetivo es encontrar una estructura que codifique todas
las independencias presentes en los datos.

Cada test de independencia consulta los datos para responder una consulta
respecto de la independencia condicional entre un par de variables aleatorias X
e Y, resultando en una asercién de independencia condicional (X 1LY'|Z), 6 en
una asercion de dependencia condicional (X L Y|Z). El costo computacional de
cada test estadistico es proporcional al nimero de filas en el conjunto de datos de
entrada D, y al nimero de variables involucradas en el test. Algunos ejemplos de
tests estadisticos utilizados comtinmente en la practica son el test de Informacion
Mutua (Cover y Thomas, 1991), los tests de Pearson x? y G? (Agresti, 2002), el
test Bayesiano (Margaritis, 2005), y para datos Gaussianos continuos el test de
correlacion parcial (Spirtes et al., 2000). Dichos tests de independencia computan
un valor estadistico para un triplete de variables (X, Y, Z), dado un conjunto de
datos de entrada D, y deciden independencia o dependencia comparando este
valor con un umbral. Por ejemplo, x? y G? usan el p-value, que se computa como
la probabilidad de que la hipdtesis nula sea cierta (es decir, que las variables sean

independientes). La hipétesis nula se rechaza cuando el p-value es menor que
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1 — «a, que usualmente es 0.05 6 0.01. Cuando el resultado es estadisticamente
significativo, la hipdtesis nula se acepta.

La mayoria de los algoritmos que usan estos tests para aprender estructuras
de independencias utilizan la estrategia LGL (local-to-global). Esta estrategia es
presentada como un mecanismo elegante, eficiente y escalable en Aliferis et al.
(2010b). Este trabajo consiste en una generalizacién de varios algoritmos previos
que utilizan esta misma estrategia. El Algoritmo 1 muestra el pseudo-cédigo de
este procedimiento, que se destaca por ser sencillo y tedricamente correcto. Este
pseudo-codigo omite un ultimo paso de orientacién de aristas, utilizado en el

aprendizaje de redes de Bayes.

Algoritmo 1 Estrategia LGL para redes de Markov
1: Aprender MB™¢ para toda variable X; € V.

2: Reconstruir la estructura global usando “regla OR”.

Dicha estrategia sugiere aprender la estructura de independencias dividiendo
el problema en n problemas de aprendizaje de manta de Markov independientes,
es decir, se aprende la manta de Markov para cada variable del dominio V. El
aprendizaje de la manta de Markov estd generalizado por Aliferis et al. (2010a)
para el aprendizaje de redes de Bayes, en el marco de trabajo de aprendizaje
local generalizado (GLL, del inglés Generalized Local Learning). Los algoritmos
que utilizan la estrategia GLL aprenden localmente la manta de Markov de todas
las variables del dominio, y luego construyen la estructura global enlazando cada
una de las variables con cada miembro de su manta de Markov, utilizando una
“regla OR” (que dice que una arista existe entre dos variables X e Y cuando
X € MBY 6 cuando Y € MB¥).

Para el aprendizaje de la estructura de redes de Bayes, los algoritmos basados
en independencia aparecieron en 1993, cuando Spirtes et al. (2000) publicé los
conocidos algoritmos SGS y PC, en la primer edicién de su libro. Luego, otros al-
goritmos basados en independencia aparecieron en trabajos de seleccion de carac-
teristicas mediante el aprendizaje de la manta de Markov, y también en trabajos
sobre aprendizaje de redes de Bayes y redes de Markov. Por esto, surgieron una

serie de algoritmos basados en aprendizaje de la manta de Markov para aprender
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redes de Bayes, como el algoritmo KS (Koller-Sahami) (Koller y Sahami, 1996),
el algoritmo GS (Grow-Shrink) (Margaritis y Thrun, 2000), el algoritmo IAMB
(Incremental Association Markov Blanket) (Tsamardinos et al., 2003), el algorit-
mo MMPC/MB (Max-Min Parents and Children Markov Blanket) (Tsamardinos
et al., 2006), el algoritmo HITON-PC (Aliferis et al., 2003), el algoritmo Fast-
IAMB (Yaramakala y Margaritis, 2005), el algoritmo PCMB (Parent-Children
Markov Blanket) (Pena et al., 2007) y el algoritmo IPC-MB (Iterative Parent
and Children Markov Blanket) (Fu y Desmarais, 2008).

Para aprendizaje de la estructura de redes de Markov, los algoritmos basa-
dos en independencia aparecieron luego, en 2006, cuando Bromberg et al. (2006,
2009) publicé el algoritmo GSMN (Grow-Shrink Markov Network) y el algoritmo
GSIMN (Grow-Shrink Inference-based Markov Network). Posteriormente se pro-
pusieron PFMN (Particle Filter Markov Network) (Bromberg y Margaritis, 2007;
Margaritis y Bromberg, 2009), y DGSIMN (Dynamic Grow Shrink Inference-
based Markov Network) (Gandhi et al., 2008). Otro enfoque que se propone apa-
rece en Bromberg y Margaritis (2009), como un marco de trabajo basado en
argumentacion para mejorar la credibilidad de los tests de independencia. Estos
algoritmos se explican en detalle en el Capitulo 3.

En general, los algoritmos basados en independencia poseen varias ventajas.
Primero, pueden aprender la estructura sin intercalar la costosa tarea de aprender
los pardmetros numéricos (contrariamente a la mayoria de los algoritmos basa-
dos en puntaje explicados en la Seccién 2.2.3.1), obteniendo en algunos casos
complejidades polinomiales en el nimero de tests estadisticos requeridos. Si se
requiere el modelo completo, los parametros sélo deben estimarse una unica vez
para la estructura aprendida. Otra ventaja importante es que estos algoritmos
son tedricamente correctos, es decir, cuando los tests estadisticos son correctos,
la estructura aprendida representa correctamente la distribucién subyacente. Sin
embargo, estos algoritmos s6lo son correctos cuando se cumplen las siguientes

suposiciones:
i) la distribucién de los datos es isomorfa a grafos;

i) la distribucién subyacente es estrictamente positiva;
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i11) los tests estadisticos son correctos.

La tercer condicién es realmente un problema importante de los algoritmos
basados en independencia. Cuando un conjunto de datos utilizado para apren-
dizaje no es lo suficientemente grande, o sino en el caso de que éste no es un
muestreo representativo de la distribucion, las respuestas de los tests estadisticos
es incorrecta, y por lo tanto las estructuras aprendidas contienen gran cantidad de
errores. Este problema de que los tests no son confiables se empeora exponencial-
mente con el nimero de variables involucradas (para un tamano fijo del conjunto
de datos). Para obtener una calidad aceptable, los tests estadisticos requieren can-
tidades suficientes de datos en sus tablas de contingencias. Por ejemplo, Cochran
(1954) recomienda que el test x* no debe considerarse confiable cuando menos del
20 % de sus celdas tienen una cantidad esperada menor a 5 puntos de datos. Esta
es una de las causas de que la escasez de datos sea un problema frecuente en los
algoritmos basados en independencia, ya que las tablas de contingencias poseen
una cantidad de celdas exponencial en la cantidad de variables que se involucran

en el test estadistico, y en el tamano del dominio de dichas variables.
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Capitulo

Anéalisis del estado del arte

Este capitulo revisa los algoritmos basados en independencia para aprendizaje
de estructuras de redes de Markov que han aparecido en la literatura. En esta
revisién se ordena cronolégicamente los algoritmos segtin fueron publicados, y
sobre el final se presenta un andlisis global sobre cémo los mismos atacan el

problema de interés en esta tesis: la calidad de las estructuras aprendidas.

3.1. El algoritmo GSMN

GSMN (del inglés, Grow-Shrink Markov Network) se presenta en Bromberg
et al. (2009), como el primer algoritmo basado en independencia para aprendiza-
je de redes de Markov. Este algoritmo es una adaptacion para redes de Markov
del algoritmo GS (Margaritis y Thrun, 2000), disenado para el aprendizaje de la
manta de Markov de redes de Bayes. GSMN aprende la estructura global utili-
zando la estrategia LGL (ver el Algoritmo 1), aprendiendo la manta de Markov
de cada variable con GS (ver el Algoritmo 2).

GS mantiene un conjunto llamado S, inicializado como vacio en la linea 1.
En la linea 2 se ordenan todas las variables del dominio por asociacién con X,
de mayor a menor. Esto se lleva a cabo utilizando un test incondicional entre
X y cada variable Y € V — {X}. Luego, el algoritmo prosigue en dos fases,
la fase de crecimiento, y la fase de encogimiento, utilizando este ordenamiento.

Durante la fase de crecimiento (linea 4) el algoritmo va agregando al conjunto S
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Algoritmo 2 GS(X,V).
: S<+— 0.

—_

2: ordenar V — { X} segin asociacién con X

3: /* Fase de crecimiento */
4: mientras 3Y € V — {X} tal que (YL X]| S), hacer S + SU{Y'}.

5: /* Fase de encogimiento */
6: mientras Y € S tal que (Y 1L X|S —{Y}), hacer S+ S — {Y}.

7. retornar S

cada variable Y que sea encontrada dependiente de X, condicionando en el estado
actual del conjunto S. Para cuando esta fase finaliza, el conjunto S contiene todos
los miembros de la manta de Markov, pero incluye potencialmente algunos falsos
positivos que no son miembros de la manta de Markov, debido a la heuristica de
ordenamiento. Posteriormente estos falsos positivos son removidos en la fase de
encogimiento (linea 6), donde las variables Y que se encuentran independientes
de X condicionando en S — {Y'} se remueven de S. Hacia el final, GS retorna
el conjunto S, que contiene la manta de Markov de X. Luego, la estructura que
retorna GSMN se construye agregando una arista entre cada variable, y cada una
de las variables de su manta de Markov (regla “OR”).

Las ventajas principales de GSMN son i) este algoritmo es sélido, y 1) es efi-
ciente. La solidez de GSMN se prueba tedricamente por sus autores, garantizando
que se encuentra la estructura correcta cuando los tests estadisticos no cometen
ningun error. Ademas, este algoritmo es eficiente porque ejecuta un nimero de
tests estadisticos que es polinomial en el tamano del dominio V, siendo que cada
test estadistico ademas tiene un costo polinomial en la cantidad de variables in-
volucradas. Una desventaja de utilizar GS es que cuando los tests estadisticos no
son confiables, se producen errores en cascada, no sélo generandose decisiones de
independencias erréneas, sino que también se acumulan estos errores en las fases
de crecimiento y encogimiento (Spirtes et al., 2000).

Existe un algoritmo que se disenié posteriormente a GS, introduciendo algu-
nas modificaciones simples para mejorar el aprendizaje de la manta de Markov:
el algoritmo HITON-PC (Aliferis et al., 2003). Se ha probado empiricamente que
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3.2 El algoritmo GSIMN

este algoritmo es més robusto que GS a errores en los tests, introduciendo dos
variantes simples. Por un lado se intercala el paso de ordenamiento con la fase
de crecimiento, es decir, se intercala las lineas 2 y 4 del Algoritmo 2. Con es-
ta modificacién se logra maximizar la precision, reduciendo el nimero de falsos
positivos que se cometen en la fase de crecimiento. Por otro lado, se introduce
una modificacién en el criterio utilizado para testear independencias, en la fase
de encogimiento. Cuando se testea independencia, en la fase de encogimiento, en
vez de solo condicionar en su manta de Markov tentativa S, HITON-PC testea
independencia condicionando con cada uno de los subconjuntos de S (es decir,
cada conjunto Z C S—{Y'}). Como los tests estadisticos son més confiables mien-
tras menos variables poseen, esta modificaciéon mejora la confiabilidad de los tests
estadisticos. Una desventaja del enfoque propuesto por HITON-PC es su costo
exponencial en el tamano de S. En el Apéndice C se presenta un algoritmo lla-
mado en este trabajo HHC-MN, presentado como una adaptacién de HITON-PC
para aprendizaje de redes de Markov, y que se utiliza luego en los experimentos

del Capitulo 5 como algoritmo competidor.

3.2. El algoritmo GSIMN

El algoritmo GSIMN (del inglés, Grow Shrink Inference Markov Network)
se presentd junto a GSMN en Bromberg et al. (2009). Este algoritmo trabaja
de un modo similar a GSMN, utilizando la estrategia LGL del Algoritmo 1, y
aprendiendo la manta de Markov de todas las variables con el algoritmo GS, pero
se intercala un paso de inferencia para reducir la cantidad de tests estadisticos
requeridos para aprender la manta de Markov. Utilizando un teorema llamado
por sus autores “el teorema del triangulo”, GSIMN reduce la cantidad de tests
estadisticos ejecutados sobre los datos, sin afectar adversamente la calidad de las
estructuras aprendidas. Los autores dicen que esto resulta 1til para problemas
donde los tests estadisticos son muy costosos, como cuando existe gran cantidad
de datos, o cuando se ejecutan en dominios distribuidos.

El teorema del tridngulo esta basado en los axiomas de Pearl descriptos en la
Seccion 2.1.3. Este teorema permite inferir independencias desconocidas a partir

de otras aserciones de independencia que ya se han aprendido.
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Teorema del triangulo. Dadas las propiedades que se muestran en la Ecua-
cién (2.6), para todas las variables X, Y, W y los conjuntos Z; y Zo de
modo que { X, Y, W}NZ, ={X,Y,W}NZy = &, se cumple que:

(XUWI|Zi) N (WILY|Zy) = (XUY|ZiNZy)
(XUW|Z)AWLY|Ze UZs) = (XALY|Z1).

Se llama “regla D-triangulo” a la primer relacion, y “regla I-tridngulo” a la

segunda relacion.

Cuando GSIMN consulta independencias sobre los datos, primero aplica es-
te teorema sobre una base de conocimiento que contiene los tests que se han
computado previamente, a fin de chequear si esta asercion de independencia pue-
de inferirse logicamente y la ejecucién del test puede evitarse. Si el resultado
del test no puede inferirse, éste se ejecuta normalmente sobre los datos, y lue-
go su resultado es almacenado en la base de conocimiento. Por conveniencia, el
algoritmo determina el orden de visita (el orden del aprendizaje de la manta de
Markov) de modo de maximizar la eficacia de la inferencia. Los resultados ob-

tenidos con GSIMN muestran mejoras de un 40 % en los tiempos de corrida de
GSMN;, obteniendo calidades comparables a las de GSMN.

3.3. El algoritmo PFMN

El algoritmo PFMN (del inglés, Particle Filter Markov networks) se pre-
sentd en Margaritis y Bromberg (2009), como un enfoque basado en independencia
novedoso para aprendizaje de estructura de redes de Markov. Los algoritmos ba-
sados en independencia presentados previamente, como GSMN y GSIMN, usan la
estrategia LGL. En cambio, este algoritmo directamente aprende una estructura
global como la solucién.

PFMN se disené para mejorar la eficiencia del algoritmo GSIMN. Este al-
goritmo trabaja ejecutando iterativamente tests estadisticos de independencia,
seleccionando vorazmente en cada iteracién qué test estadistico elimina el mayor
nimero de estructuras inconsistentes. Esta decisién se toma modelando primera-

mente el problema de aprendizaje con un enfoque Bayesiano, seleccionando como
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solucién una estructura G que maximiza su probabilidad a posteriori Pr(G | D).
Como el cémputo directo de esta probabilidad es intratable, PEMN propone un
modelo generativo con tests de independencia que es una aproximacion de la
probabilidad a posteriori. Segiin los autores, es posible demostrar que bajo la su-
posicién de que los tests estadisticos son correctos, la distribucién de Pr(G | D)
converge a la estructura correcta.

Al igual que GSIMN, este algoritmo es 1til en dominios donde los tests son
muy costosos, ya que los resultados reportados para PFMN muestran mejoras
en los tiempos de corrida de hasta un 90 % respecto de GSIMN, con calidades
estructurales comparables a las obtenidas por GSIMN y GSMN.

3.4. El algoritmo DGSIMN

DGSIMN (del inglés, Dynamic Grow Shrink Inference-based Markov Network)
se presenta en Gandhi et al. (2008). Se trata de una extensién de GSIMN que
también utiliza el teorema del triangulo para evitar la ejecucién de tests innece-
sarios. Adicionalmente, se propone un método de ordenamiento de las variables
alternativo. El esquema de DGSIMN es similar al de GSMN y GSIMN, utili-
zando la estrategia LGL del Algoritmo 1, y utilizando también el algoritmo GS
mostrado en el Algoritmo 2 para aprender la manta de Markov de las variables.
La diferencia esta en que intercala un paso de inferencia diferente al de GSIMN,
con el fin de reducir atin més la cantidad de tests a ejecutar. DGSIMN mejora a
GSIMN seleccionando dindmicamente los tests que mejoran el estado de conoci-
miento sobre la estructura, estimando el nimero de independencias inferidas que
se obtendrian luego de ejecutar un test, y seleccionando aquél que maximiza el
nimero de inferencias.

Los resultados de los experimentos con DGSIMN muestran que se mejora
el ordenamiento de las variables, y que los tiempos de corrida de GSIMN son

mejorados hasta en un 85 %, obteniendo calidades comparables a GSMN.
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3.5. El test argumentativo de independencia

Los algoritmos presentados previamente son algoritmos basados en indepen-
dencia que hacen foco en mejorar la eficiencia, ignorando los importantes proble-
mas de calidad que aparecen cuando los tests estadisticos no son confiables.

Un enfoque basado en independencia para atacar este problema se presenta
en Bromberg y Margaritis (2009), modelando el problema de la baja credibilidad
en los tests estadisticos como una base de conocimientos con aserciones de inde-
pendencia que pueden contener errores, y con los axiomas de Pearl (descriptos
en la Seccién 2.1.3). La ventaja de este enfoque es su poder para corregir erro-
res en los tests, explotando logicamente los axiomas de independencia de Pearl.
Cuando existen aserciones de independencia que estan en conflicto en la base de
conocimientos, este enfoque propone resolver los conflictos a través del uso de ar-
gumentacion, que es una logica rebatible propuesta por Amgoud y Cayrol (2002)
para razonar en condiciones de incertidumbre.

Este enfoque se presenté como un test estadistico méas robusto llamado test
de independencia argumentativo, tanto para aprendizaje de redes de Bayes como
para redes de Markov. La evaluacion experimental muestra mejoras significativas
en la precision del test de independencia argumentativo, respecto de otros tests
estadisticos (hasta un 13 %), y mejoras en la precisién del aprendizaje de la manta
de Markov (hasta un 20 %). Una desventaja de este enfoque es que, como se trata
de un formalismo proposicional, se requiere proposicionalizar el conjunto de las
reglas de Pearl, que estan en primer orden. Como estas reglas son superconjuntos
y subconjuntos de variables, esta proposicionalizacion requiere la generacion de
un numero de proposiciones de tamano exponencial. En este trabajo también
se presenta una soluciéon aproximada con tiempo de ejecuciéon polinomial, que
mejora la calidad en la evaluacién experimental (hasta un 9%), pero haciendo

una aproximacion drastica que no provee garantias tedricas.

3.6. Conclusiones

Este capitulo revisa los algoritmos basados en independencia para aprendi-

zaje de redes de Markov. Estos algoritmos permiten aprender la estructura de
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independencias eficientemente, teniendo la importante ventaja de que permiten
aprender la estructura correcta de la distribucién subyacente cuando los datos
son un muestreo representativo de una red de Markov, los tests estadisticos son
confiables, y la distribucién subyacente es estrictamente positiva. Esta ventaja
tedrica es realmente importante, ya que la calidad del aprendizaje de la estructu-
ra tiene gran impacto en la calidad de la distribucién aprendida tras aprender los
parametros numéricos. Sin embargo, una fuente importante de error en los algo-
ritmos basados en independencia se produce cuando los tests estadisticos arrojan
salidas incorrectas, produciendo errores en cascada. Esto suele ser un caso muy
comun en la practica, ya que los tests estadisticos requieren de cantidades ex-
ponenciales de datos en la cantidad de variables que se involucran en los tests
estadisticos, y en el tamano del dominio de dichas variables.

Los algoritmos revisados son GSMN, GSIMN, PFMN y DGSIMN. También
aparece relacionado al aprendizaje de estructuras el test de independencia ar-
gumentativo, un enfoque para mejorar la calidad de los tests estadisticos. En
la Tabla 3.1 se muestra un resumen de los aspectos méas importantes de dichas
soluciones. Un problema de gran relevancia que poseen los algoritmos GSMN,
GSIMN, DGSIMN y PFMN es la inestabilidad ante incorrectitud de los tests es-
tadisticos, ya que todos asumen que éstos son confiables. No obstante, la situacion
de insuficiencia de datos para los tests estadisticos es un caso muy comun en la
practica, ya que éstos requieren de cantidades exponenciales de datos en la can-
tidad de variables que se involucran en cada consulta de independencia. El tinico
enfoque presente en la literatura que ataca este problema en realidad intenta me-
jorar la calidad de los tests estadisticos en si, presentando el test argumentativo
de independencia. Sin embargo, aunque los resultados experimentales usando este
enfoque muestran mejoras significativas en la eficacia del test de independencia, el
algoritmo exacto presentado tiene un costo exponencial en el nimero de variables
involucradas, y el algoritmo aproximado s6lo hace una aproximacién drastica que

no provee ninguna garantia teérica.
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Tabla 3.1: Resumen de algoritmos basados en independencia para redes de Markov

Nombre

Referencia

Comentarios

GSMN

(Bromberg et al.,
2006)

Sélido tedricamente, bajo suposiciones

Primer algoritmo basado en independencia para redes
de Markov

Usa estrategia LGL

Ejecuta un nimero polinomial de tests en n

La calidad depende de la complejidad muestreal de los

tests

GSIMN

(Bromberg et al.,
2006).

Sélido tedricamente, bajo suposiciones

Usa estrategia LGL

Usa teorema del tridngulo para reducir cantidad de
tests a ejecutar

Util cuando se usan conjuntos de datos con muchas
filas, o dominios distribuidos

Mejoras de hasta un 40 % en tiempo de corrida res-
pecto a GSMN

Calidad comparable a GSMN

PFMN

(Bromberg y Mar-
garitis, 2007)

Sélido tedricamente, bajo suposiciones

No usa estrategia LGL

Disenado para mejorar la eficiencia de GSIMN

Usa un método aproximado para computar la poste-
rior Pr(G | D) usando tests estadisticos

Util cuando se usan conjuntos de datos con muchas
filas, o dominios distribuidos

Mejoras de hasta un 90% en tiempo de corrida res-
pecto a GSIMN

Calidad comparable a GSMN

DGSIMN

(Gandhi et al.,
2008)

Sélido tedricamente, bajo suposiciones

Usa estrategia LGL

Disenado para mejorar la eficiencia de GSIMN

Usa ordenamiento dindmico para reducir cantidad de
tests a ejecutar

Util cuando se usan conjuntos de datos con muchas
filas, o dominios distribuidos

Mejoras de hasta un 85% en tiempo de corrida res-
pecto a GSIMN

Calidad comparable a GSMN

Test argumenta-
tivo

(Bromberg y Mar-
garitis, 2009)

Usa argumentaciéon para corregir errores cuando los
tests son incorrectos

Usa una base de conocimientos de independencias. Las
inconsistencias y los axiomas se usan para detectar
errores en los tests

Disenado para aprender redes de Bayes y redes de
Markov

El algoritmo exacto presentado es exponencial (mejo-
ras de precisién de un 13 %)

El algoritmo aproximado es simplista, y no provee ga-
rantfas tedricas (mejoras de precisién de un 9 %)

34



Capitulo

El enfoque IBMAP

Este capitulo describe la contribucion principal de la presente tesis: el en-
foque de maximo a posteriori basado en independencias (IBMAP, del inglés
independence-based mazximum a posteriori) para aprendizaje de estructuras de
redes de Markov (Schliiter et al., 2014; Bromberg et al., 2011). La idea central
de IBMAP es modelar la tarea del aprendizaje de la estructura de independen-
cias como un problema de maximizacién de la probabilidad a posteriori (MAP),
computando la probabilidad a posteriori de cada estructura posible, dados los
datos. Esta contribucion se sustenta en la conjetura de que la probabilidad a
posteriori de una estructura (es decir, dados los datos) es una medida represen-
tativa de su calidad. Formalmente, la intencién del enfoque puede resumirse en

la siguiente expresion:

G* = arg mcz;ix Pr(G | D). (4.1)

Sin embargo, desarrollar esta maximizacién no es trivial. Para esto, en la si-
guiente seccién se desarrolla una funcién de puntaje basada en independencias
para el céomputo aproximado de Pr(G | D). Luego, en la Seccién 4.2 se describe un
mecanismo légico para computar IB-score eficientemente, utilizando un nimero
de tests estadisticos cuadratico en la cantidad de variables del dominio. Posterior-
mente, la Seccién 4.3 enumera una serie de métodos de optimizacion para realizar
la maximizacién de la Ecuacién (4.1), resultando en una serie de algoritmos que

utilizan técnicas diferentes para maximizar el 1B-score.
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4.1. Una funcién de puntaje de estructuras ba-

sada en independencias

En esta seccién se describe la funcién IB-score (del inglés, independence-based
score), que aproxima el cémputo de Pr(G | D) con el objeto de hallar modos
computables para la maximizacién de la Ecuacién (4.1). En este trabajo se pro-
pone realizar dicha aproximacién mediante la combinacién de los resultados de
un conjunto de tests estadisticos de independencia que determinan exactamente
una estructura GG. Llamamos a este conjunto de tests el cierre de la estructura.

Formalmente:

Definicién 4 (Cierre de una estructura). Sea G una estructura de independen-
cias no dirigida, y sea P(V) una distribucion de probabilidad conjunta entre las
variables del dominio V. El conjunto de cierre de G es un conjunto de asercio-
nes de dependencia ¢ independencia condicional C(G) = {¢;} que es necesario y

suficiente para determinar completamente la estructura G.

Mediante el uso del conjunto de cierre es posible expresar la posterior de
cada estructura como una distribucion de probabilidad conjunta sobre el conjunto
de aserciones de independencia que determinan a dicha estructura. Por esto, es
posible reformular la Ecuacién (4.1), reemplazando G por su conjunto de cierre

correspondiente C(G), obteniendo:
G* = arg mGéXPr(G(G) | D). (4.2)

La aplicacién de la regla de la cadena sobre las aserciones del cierre C(G)

permite obtener la siguiente expresion:

Pr(C(G) | D)= [] Pr(ciler,....ci1, D). (4.3)
Ciee(G)

La funcién IB-score se disenié6 como una aproximacién de la Ecuacién (4.3),
debido a que actualmente se desconoce la existencia de métodos estadisticos pa-
ra computar las probabilidades Pr(¢;|cy, ..., ¢;_1, D), es decir, la probabilidad de
aserciones de independencia condicionadas en otras aserciones de independencia

y los datos. Por ello, la aproximacion consta de asumir que todas las aserciones
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de independencia que pertenecen al conjunto de cierre son mutuamente indepen-
dientes. Esta suposicion se lleva a cabo implicitamente por todos los algoritmos
de aprendizaje de estructuras de redes de Markov revisados en el Capitulo 3, ya
que los tests estadisticos se utilizan como una caja negra, solo utilizando los datos
para decidir independencia por cada asercién de independencias ¢;. La aplicacion

de dicha aproximacién resulta en la siguiente expresion:

Pr(C(G) | D) = H Pr(c; | D),
CiEC(G)
que expresada en términos de logaritmos para evitar desbordamiento aritmético,

resulta en la siguiente férmula para el IB-score:

IB-score(G) = Z log Pr(c; | D). (4.4)
¢ €C(G)

En esta ecuacion, las probabilidades a posteriori de cada uno de los términos
del conjunto de cierre pueden computarse utilizando un test estadistico especifi-
camente disenado para computar tal probabilidad, el test Bayesiano de inde-
pendencia condicional (Margaritis, 2005; Margaritis y Bromberg, 2009). En el
Apéndice A se explica en detalle el funcionamiento de dicho test, cémo se compu-
tan sus estadisticas internas, y se presenta un pseudo-cédigo detallando cémo

implementar el mismo.
Concluyendo con la formulacién matematica del IB-score, la maximizacion del
enfoque IBMAP mostrada en la Ecuacién (4.1) se puede re-expresar del siguiente

modo:

G* =~ arg rn(z}ix [B-score(G). (4.5)

Es importante considerar el hecho de que esta expresion resulta intratable para
dominios de gran dimensionalidad, ya que el nimero de estructuras no dirigidas
posibles crece acorde a la cantidad de variables n, es decir, existen 9(3) grafos no
dirigidos posibles con n nodos. Ademas, la complejidad total de la maximizacién
del IB-score depende también del tamano del conjunto de cierre utilizado, que
determina la cantidad de tests estadisticos que se requiere ejecutar para computar

el puntaje de cada estructura candidata. Por esto, la siguiente seccién describe
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en detalle el conjunto de cierre basado en mantas de Markov, un mecanismo
légico para determinar una estructura utilizando un numero reducido de tests

estadisticos de independencias.

4.2. El conjunto de cierre basado en mantas de
Markov

El conjunto de cierre basado en mantas de Markov es un conjunto de asercio-
nes de independencia que sigue directamente de la Definicién 4. Este conjunto ha
sido disenado utilizando el concepto de manta de Markov (ver la Seccion 2.1.4),
con la intencion de explotar las independencias locales a cada una de las variables.
Por esto, el mismo es definido como la unién del conjunto de cierre local a cada
variable, que puede computarse independientemente debido a que cada estructura

de n variables se descompone en sus n mantas de Markov. Formalmente:

Definicién 5 (Conjunto de cierre basado en mantas de Markov). El conjunto
de cierre basado en mantas de Markov de una estructura G es un conjunto de
aserciones de independencia que estd determinado por la union de n conjuntos
disjuntos Cx(G) de aserciones de independencia ¢ dependencia, uno por cada

variable X del dominio V, es decir,

e(G) = | ex(@), (4.6)

Xev

donde cada Cx(G) es la union de dos conjuntos de aserciones mutuamente exclu-

S1V08:

ex(@) = { (XUYMB¥\{v}) : YeMB¥} U
{ (xuymBY) : v¢mBY (4.7)
Para cada vecino de X (Y € MB™) se agrega a Cx(G) una asercion de depen-
dencia condicional entre las dos variables, condicionando en MB™ \ {Y'}; y para

cada variable no vecina de X (Y ¢ MB™) se agrega a Cx(G) una asercion de

independencia condicional entre las dos variables, condicionando en MB¥.
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El siguiente teorema define que un conjunto de cierre basado en mantas de
Markov es de hecho un conjunto de cierre, es decir, que determina completamente

la estructura G utilizada para construir el mismo.

Teorema 1. Sea G una estructura de independencias no dirigida de una distri-
bucion positiva isomorfa a grafos P(V). El conjunto de cierre basado en mantas
de Markov de G es un conjunto de aserciones de independencia condicional que

es suficiente para determinar completamente la estructura G.

Demostracion. La demostracion formal de este teorema se presenta en el Apéndi-
ce B. O

Entonces, para computar el IB-score utilizando el cierre basado en mantas de
Markov es necesario ejecutar n x (n — 1) tests estadisticos, ya que se requieren
n—1 aserciones por cada una de las n variables, un nimero que resulta cuadratico
en el tamano del dominio. De este modo, es posible descomponer el computo del
[B-score de la Ecuacién (4.4) en una sumatoria de IB-scores locales distintos, uno

por cada variable X del dominio V:

[B-score(G) = Z [B-scorex (G), (4.8)
Xev
donde IB-scorex(G) = > logPr(¢; | D). Esta descomposicién tiene una im-
Cieex(G)

portante ventaja: permite computar incrementalmente el puntaje de un estruc-
tura G’, basdndose en cémputos previos del puntaje de una estructura similar
G, reutilizando tests estadisticos comunes al cierre de ambas estructuras. Por
ejemplo, si dos estructuras Gy G’ difieren sélo por una arista (X,Y), sélo las
mantas de Markov correspondientes a X e Y cambian entre las dos estructuras.
Esto permite que pueda computarse el IB-score(G’) a partir de IB-score(G), sélo
re-computando los IB-score locales IB-scorex and IB-scorey, y reutilizando los
(n — 2) IB-scores locales restantes. Consecuentemente, para dos estructuras veci-
nas que s6lo difieren en una arista, el costo de computar IB-score(G’) a partir de
[B-score(G) se reduce de n x (n — 1) tests de independencia a sélo 2 x (n — 1)
tests, es decir, de O(n?) a O(n) tests.

Finalmente, para facilitar la lectura de los métodos de optimizacién explica-

dos en la siguiente seccién, detallamos cémo seguir descomponiendo la funcién
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IB-score de la Ecuacién (4.8), considerando que cada uno de los IB-score loca-
les IB-scorex (G) esta compuesto por (n — 1) términos IB-scorey y (G), llamados

pairwise [B-scores, como sigue:

[B-score(G) = Z Z IB-scorey y (G). (4.9)

XevV  veV\{X}

De acuerdo a la Ecuacién (4.7), cada pairwise IB-score se obtiene mediante el

computo de la siguiente probabilidad a posteriori, a partir de los datos:

logPr((X LY |MBX — {Y}) | D) si(X,Y ;
IB—Scorex,y(G):{ og Pr((X LY {Y})| D) si(X,Y) son arista en G, }

log Pr((X 1LY |MB¥) | D) de otro modo.
(4.10)

4.3. Optimizaciéon de la funcién de puntaje ba-

sada en independencias

Esta seccién explica en detalle el problema de optimizacién planteado por
IBMAP, descripto en la férmula de la Ecuacién (4.5). La necesidad de recurrir
a métodos de optimizacion surge de la exponencialidad del problema, ya que
la cantidad de posibles estructuras no dirigidas crece exponencialmente con la
cantidad de variables del dominio. Para maximizar el IB-score en un problema con
n variables aleatorias, el espacio de busqueda contiene 92(3) estructuras diferentes,
ya que esta dado por todas las posibles estructuras no dirigidas. Por practicidad,
llamaremos a dicho espacio el espacio de estructuras.

Un modo de representar las estructuras de independencia facilmente es a
través de su matriz de adyacencias. Esta matriz consta de n filas y n colum-
nas, y la matriz triangular superior de la misma (o la inferior) codifica con un 1
6 un 0 segun exista arista o no entre dos variables. Como ejemplo, la Figura 4.1
muestra la matriz de adyacencias del grafo que aparece en la Figura 2.1(a). Para
facilitar la lectura del ejemplo, se resaltan las celdas que corresponden a las aris-
tas del grafo (celdas con 1), y ademads se solapa el grafo de ejemplo en la matriz
triangular inferior. Un aspecto interesante de esta representacion de estructuras

es que permite representar a las mismas como una cadena de bits de longitud
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Xo | X1 | Xo | X3 | Xy | X5 | X6 | X7
Xo 1 1 0
X4 0 1
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Figura 4.1: Ejemplo de tabla de adyacencias para la Figura 2.1(a)

_1 (e . 7’ .
(g) = % Esta representacién se obtiene facilmente, concatenando las cade-

nas de bits de las filas de la matriz. Siguiendo el ejemplo de la Figura 4.1, la cadena
de bits resultante es 11000000000 0110000000 101000000 01001000 0100000
000000 00100 1011 111 01 1 (sin espacios). Esta codificacién resulta ttil para

implementar algoritmos de busqueda de estructuras, formulando el espacio de
nx(n—1)
.

A continuacién, se explica una serie de estrategias para llevar a cabo dicha

busqueda como todas las posibles cadenas de bits de longitud (g) =

maximizacién, resultando en diferentes algoritmos: IBMAP-BF (busqueda por
fuerza bruta), IBMAP-HC (bisqueda local de ascensién de colinas), IBMAP-
HC-RR (buisqueda de ascensién de colinas con reinicios miltiples), IBMAP-GA
(busqueda con algoritmos genéticos), IBMAP-HHC (busqueda heuristica de as-
censién de colinas) y IBMAP-HHC-RR (busqueda heuristica de ascensién de co-
linas con reinicios miltiples). Esta variedad de instanciaciones del enfoque podria
extenderse indefinidamente, ya que existe una vasta cantidad de mecanismos de
optimizacién. Sin embargo, con los mecanismos implementados se ha podido ob-
tener informacion suficiente respecto de la practicidad del enfoque IBMAP. Al-
gunos algoritmos sirven para hacer busquedas exhaustivas y de gran duracion,
permitiendo invertir tiempo de cémputo a fin de explorar mejor el espacio de

estructuras. Otros algoritmos, en cambio, permiten maximizar el IB-score me-
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4. EL ENFOQUE IBMAP

diante busqueda heuristica, obteniendo también muy buenos resultados pero mas

eficientemente.

4.3.1. Buasqueda por fuerza bruta

Un algoritmo trivial para maximizar la funcién IB-score se basa en la sen-
cilla técnica del uso de fuerza bruta. Por simpleza, dicho algoritmo es llamado
IBMAP-BF (del inglés, independence-based mazimum a posteriori brute force).
Esta estrategia consiste en enumerar sistematicamente todas las posibles estruc-
turas candidatas, con el fin de chequear cudl es la estructura cuyo IB-score es
mas alto.

El Algoritmo 3 muestra el pseudo-cédigo de IBMAP-BF. Se recibe como
pardmetro de entrada: el conjunto de datos de entrenamiento D y el dominio
en cuestion V. Para comenzar, se genera una lista que posee todas las posibles
estructuras con n = | V| variables. Luego, se computa el IB-score de cada una
de las estructuras de la lista, almacenando en las variables G* y mejor Puntaje
a la estructura que maximiza IB-score, y su valor de puntaje correspondiente.

Finalmente se retorna la variable G* como la estructura solucién.

Algoritmo 3 IBMAP-BF(D, V).

1: mejorPuntaje < —o0

2: G* < null

3: espacioEstructuras «— listar todas las estructuras posibles con n = |V| nodos
4: para cada estructura G en espaciolstructuras hacer

5:  puntaje < IB-score(G, D)

6 si puntaje > mejor Puntaje entonces

7 mejor Puntaje < puntaje

8 G+ G

9

: retornar G*

Esta estrategia de maximizacion del IB-score es muy sencilla de implementar.
Sin embargo, tiene un costo de ejecucion proporcional al nimero de estructuras
posibles, lo que resulta intratable computacionalmente para dominios incluso pe-
quenos. Por ejemplo, para n = 6 variables, ya se requiere evaluar el IB-score para

215 = 32768 estructuras diferentes. Si para todas estas estructuras se computa el
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IB-score utilizando el conjunto de cierre basado en mantas de Markov (ver la Sec-
cién 4.2), se requiere ejecutar n x (n—1) = 6 x5 = 30 tests estadisticos para cada
estructura, lo que resultaria en 32768 x 30 = 983040 tests necesarios. Afortunada-
mente, el computo de IB-score utilizando el conjunto de cierre basado en mantas
de Markov se puede realizar incrementalmente, reutilizando cémputo redundan-
te entre estructuras similares. Aun asi, se requeririan 30 tests estadisticos para
una primer estructura inicial, y 2 x (n — 1) = 2 x 5 = 10 tests estadisticos para
cada una de las restantes estructuras, resultando en 30 + (32767 x 10) = 327700
tests. Sin embargo, si bien la utilizacion de este artificio reduce la complejidad en
un orden de magnitud, todavia se trata de un costo practicamente imposible de
pagar para dominios de mayor tamano. La presentacién de esta estrategia, lejos
de ser practica, se debe a la necesidad de evaluar sencillamente el potencial de la
funcién de puntaje IB-score.

En el Capitulo 5 se demuestra experimentalmente que el uso de IBMAP-BF
mejora significativamente la calidad de las estructuras aprendidas por algoritmos
del estados del arte. No obstante, los métodos que se explican a continuacion
proponen mecanismos de maximizacién alternativos, con costos computacionales

mucho menores a IBMAP-BF, obteniendo estructuras de calidad comparables.

4.3.2. Busqueda local por ascensién de colinas

En el apartado previo se describe una estrategia de fuerza bruta para maxi-
mizar el IB-score. Si bien este mecanismo sirve para mostrar el potencial de dicha
funcién de puntaje de estructuras, se requieren métodos de maximizacion mas
practicos, dada la complejidad del espacio de busqueda. Por este motivo, en esta
seccién se propone la utilizacion de un mecanismo de busqueda local por ascen-
sién de colinas (Russel y Norvig, 2002). El algoritmo que utiliza esta estrategia de
maximizacion es llamado aqui IBMAP-HC (por sus siglas en inglés independence-
based maximum a posteriori hill-climbing) Los algoritmos de ascension de colinas
son una técnica de optimizacion matematica popularmente utilizada debido a su
sencillez y facilidad de implementacién, como asi también por su poca impronta
en memoria.

El Algoritmo 4 muestra el pseudo-cédigo de IBMAP-HC. Se recibe como

parametros de entrada: el conjunto de datos de entrenamiento D y el dominio en
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Solucién éptima: maximo global

Solucién sub-éptima:
maximo local

Figura 4.2: Ejemplo de espacio de estados entre posibles estructuras de indepen-

dencia.

cuestion V. La ascensién de colinas comienza a partir de una estructura con n
nodos y sin aristas. Primeramente se computa el IB-score de la estructura inicial,
y se pre-establece que ésta es la mejor estructura G hasta el momento. Luego, en
la linea 4 se generan todas las estructuras vecinas, es decir, todas las estructuras
que se encuentran a s6lo una arista de distancia (es decir, resultantes de agregar
o quitar una arista). La busqueda computa el IB-score para cada una de ellas,
almacenando en G’ la estructura que maximiza esta medida de calidad. Si G’
posee mayor puntaje que la mejor estructura actual G, se realiza una ascension,
eligiéndola como la nueva mejor estructura. En este caso se repite el proceso de
generacién y puntuacién de estructuras vecinas para la nueva mejor estructura
encontrada. La condicion de salida del algoritmo es encontrar un méaximo local
(ver la Figura 4.2), lo que sucede cuando ninguna de las estructuras vecinas de la
mejor estructura superan en puntaje a la misma, retornandose dicha estructura

como solucidn.

Algoritmo 4 IBMAP-HC(D, V).

: G < estructura vacia con n = |V| nodos

mejorPuntaje < IB-score(G, D)
repetir
G’ arg maxgre yecinos(cr) IB-score(G”)
puntaje < IB-score(G’, D)
si puntaje < mejorPuntaje entonces
retornar G
sino
G+ G

mejorPuntaje <— puntaje

H
@
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Respecto de su costo computacional, el computo del puntaje de la estructura
inicial del algoritmo requiere de n x (n — 1) tests estadisticos, utilizando el con-
junto de cierre basado en mantas de Markov para computar el IB-score. Luego,
en el bucle principal del algoritmo se lleva a cabo el procedimiento para selec-
cionar la estructura a distancia 1 con mejor puntaje, iterando sobre (;) posibles
vecinos, y computando el IB-score de cada uno. Utilizando el recurso del compu-
to incremental, el IB-score de cada estructuras vecina requiere 2 x (n — 1) tests
estadisticos, resultando en un costo total de O(n?) tests por cada ascenso. Luego,
si denotamos M al niimero de ascensos que realiza la bisqueda hasta finalizar, el
costo computacional total del algoritmo resulta ser O(n* + Mn?). En el Capitu-
lo 5 se demuestra experimentalmente que M depende tanto de la complejidad del
problema (tamano y densidad de la estructura por aprender), como de la cantidad
de datos disponibles. En estos resultados se muestra que el valor de M crece en la
mayoria de los casos sub-linearmente con n. En algunos casos particulares donde
la estructura por aprender es muy densa (posee muchas aristas), y los datos dis-
ponibles son muchos, el valor de M alcanza a crecer linealmente. Por supuesto,
el costo de IBMAP-HC es mucho menor que el de IBMAP-BF, pero atn su costo

es mayor que el de los algoritmos del estado del arte.

4.3.3. Ascension de colinas con reinicios multiples

En el apartado previo se describe una estrategia de escalado simple para maxi-
mizar el IB-score. Sin embargo, pese a que este mecanismo es 1til para encontrar
soluciones que mejoran la calidad estructural frente a algoritmos del estado del
arte (ver resultados en el Capitulo 5), es natural que una bisqueda que no se es-
tanque en el 6ptimo local de la estructura vacia tiene que ser una mejor estrategia
de optimizacion. Por esta razon se presenta adicionalmente un mecanismo de op-
timizacién del IB-score que reutiliza IBMAP-HC, pero permitiendo que el mismo
reinicie una cantidad configurable de veces, y comenzando desde estructuras ge-
neradas aleatoriamente. Dicho algoritmo es llamado IBMAP-HC-RR (del inglés,
independence-based mazimum a posteriori hill-climbing with random restarts).

El Algoritmo 5 muestra el pseudo-cédigo de IBMAP-HC-RR. Se reciben como
pardmetro de entrada: el conjunto de datos de entrenamiento (D), el dominio en

cuestién (V), y adicionalmente la cantidad de reinicios aleatorios que se desea
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Algoritmo 5 IBMAP-HC-RR(D, V, k).
1: G* + null

2: mejor PuntajeGlobal < —oco

3: repetir k veces

4: G « estructura aleatoria con n = |V| nodos y cantidad de aristas entre 0 y (Z)

5:  mejorPuntaje < IB-score(G, D)
6: repetir
7: G’ argmaxgre yecinos(c) 1B-score(G”)
8: puntaje < IB-score(G’, D)
9: si puntaje < mejorPuntaje entonces
10: si mejor Puntaje > mejor PuntajeGlobal entonces
11: mejor PuntajeGlobal < mejor Puntaje
12: G+~ G
13: ir a la linea 3 // siguiente reinicio
14: sino
15: G+ G
16: mejorPuntaje <— puntaje

17: retornar Gx*

que se realicen (k). Luego, se realiza un bucle que realiza k ascensiones de colinas
diferentes. Cada ascension de colinas que se realiza es similar a la de IBMAP-
HC, pero comenzando con una estructura inicial aleatoria G’, que se genera con
n = [V| nodos y una cantidad de aristas aleatoria entre 0 y (}) (mdxima cantidad
de aristas que puede poseer una estructura de n nodos). Cuando se encuentra un
6ptimo local respecto de G’, se maximiza el IB-score entre todos los Optimos
locales, almacenando la mejor estructura en la variable G*, y el mejor puntaje
en la variable mejor PuntajeGlobal. Cuando el algoritmo termina de hacer todos
los reinicios aleatorios devuelve G*, como la mejor estructura obtenida.

El costo computacional de IBMAP-HC-RR es aproximadamente el costo de
IBMAP-HC, multiplicado por la constante k, que es la cantidad de reinicios
aleatorios. Los resultados experimentales con IBMAP-HC-RR mostrados en el
Capitulo 5 muestran que IBMAP-HC-RR permite mejorar la calidad de IBMAP-

HC, pero estas mejoras no son significativas.
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4.3.4. Busqueda con un algoritmo genético simple

En esta seccion se presenta un algoritmo para maximizar la funcion IB-score
basado en algoritmos genéticos, los cuales dan la posibilidad de buscar en el
espacio de estructuras de IB-score sin estancarse en los 6ptimos locales. Dicho al-
goritmo es llamado IBMAP-GA (del inglés, independence-based mazimum a pos-
teriori genetic algorithm). Como ya se explico en la seccién anterior, el desarrollo
de IBMAP-HC y IBAMP-HC-RR y su posterior experimentacién (ver resultados
en el Capitulo 5), dieron las pautas para pensar que la funcién IB-score es efec-
tiva y 1util para hallar estructuras de independencia de alta calidad. Para seguir
instanciando nuestro enfoque y desarrollar métodos alternativos de optimizacion
del IB-score se implemento6 un algoritmo genético para aprendizaje de estructuras
utilizando IB-score como funcién de fitness. Este enfoque tiene algunas ventajas

importantes:

= Se utilizan operadores probabilisticos para maximizar el espacio de estruc-
turas, en contraste con los operadores deterministas que se utilizan en las

busquedas locales.
= El algoritmo no se estanca en los éptimos locales del espacio de estructuras.

= Puede resultar sumamente valioso en casos donde la calidad sea una factor
preponderante frente al costo computacional (por ejemplo, una aplicacién
real de aprendizaje de estructuras para descubrimiento de conocimiento).
Los algoritmos evolutivos tipicamente se utilizan de este modo, corriendo
por largos periodos de tiempo para obtener soluciones cada vez més evo-
lucionadas, y obtener desde la tltima poblacién generada un conjunto de

soluciones interesantes de estudiar.

El funcionamiento de IBMAP-GA es idéntico al de un algoritmo genético
tradicional, como el que se muestra en la Figura 4.3. Basicamente, las decisiones
de diseno de IBMAP-GA (disefio del cromosoma, mecanismos de seleccién de

individuos, etc.) se encuentran desarrolladas a continuacién:

Funcién de fitness: Claramente, la funcién de fitness a maximizar es I1B-score,
computado utilizando el conjunto de cierre basado en mantas de Markov

sobre cada individuo, segun la Ecuacién (4.8).
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seleccion de padres

recombinacion

mutacion

- seleccion de sobrevivientes

Figura 4.3: Esquema general de un algoritmo genético.

Diseno del cromosoma: El cromosoma en un algoritmo genético representa
una soluciéon del problema en forma codificada. Es decir, para maximizar
el IB-score las soluciones al problema deben ser cadenas de bits que re-
presenten estructuras de independencias, como se explicé al principio de la
Seccion 4.3 con el ejemplo de la Figura 4.1. En la Figura 4.4 se puede ver un
grafo de ejemplo para un problema de 3 variables (a), su correspondiente
matriz de adyacencias (b), y el cromosoma que codifica el grafo de ejemplo
(c). La accién de decodificacién de un cromosoma a un grafo no-dirigido es

trivial, deduciendo el grafo desde la cadena de bits.

codificacién
2 decodificacion 110

(c)

Figura 4.4: Un grafo de ejemplo para un problema de 3 variables, su correspon-

diente matriz de adyacencias, y el cromosoma que codificaria el grafo de ejemplo.

Poblacién inicial: La poblacion inicial estd conformada por cromosomas ge-
nerados al azar. La cantidad de individuos de la poblacién inicial es un

pardametro configurable.
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Seleccion de padres: Para llevar a cabo la seleccion de padres en una pobla-
cién, se utiliza el método de seleccion por torneo. Este mecanismo se utiliza
para elegir una pareja de padres a partir de la poblacién actual. Para elegir
el primer individuo de la pareja se eligen k£ individuos al azar, y se elige el
individuo con fitness mas alto. El segundo individuo se elije de la misma
manera. Se implementaron también otros mecanismos basados en fitness
y basados en edad, presentando convergencias similares del algoritmo. El
mecanismo de seleccién por torneo resulta méas indicado debido a que la eva-
luacion del IB-score de cada individuo en relacién a los datos requiere de
un tiempo computacional considerable. Por simpleza, se escogio la seleccion

por torneo con un k = 2 (este valor de k es tipico en la literatura).

Cruzamiento: Dada la codificacién de un grafo en un cromosoma, cada bit re-
presenta la existencia o ausencia de una arista, y no es necesario representar
en esta codificacion relaciones entre las aristas del grafo, como suele suceder
en problemas de permutaciones. Por simpleza, para IBMAP-GA se esco-
gi6 directamente el cruzamiento uniforme, y éste se lleva a cabo con una
probabilidad especifica, estipulada como pardmetro de entrada (es decir,
probabilidad de cruce). El cruzamiento uniforme se lleva a cabo definien-
do cada gen de los cromosomas hijos independientemente del resto de los
genes. Este cruzamiento consiste en generar un valor aleatorio entre 0 y 1
para cada gen. Si este valor supera un umbral de 0.5, el gen es copiado di-
rectamente desde el primer padre, caso contrario, se copia desde el segundo
padre. El segundo hijo se crea usando el mapeo inverso. Un ejemplo de este

tipo de cruzamiento se muestra en la Figura 4.5.

lofo]ojo]o]o]o[o]o[o[a]o]o[o]o[o]o]o]

Peems OO O0EEEDaa00aaann

(61 + [ofal + o] + [~ [efofel » [of [+ [ofa |
(1181 +[+ [8lo[@fe] + [+ [+ o] + |66l + [+ [8]

Hijos

Figura 4.5: Ejemplo de cruce uniforme para dos cromosomas de tamano 18.
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Mutacion: Para IMBAP-GA se ha preestablecido el operador de mutacién clasi-
co, que consiste en mutar el valor de cada bit de un nuevo individuo, con
un valor de probabilidad preestablecido. Este valor se llama probabilidad de
mutacion, y es un parametro de entrada de IBMAP-GA. La mutacién es
util para escapar de los 6ptimos locales, pero para el problema que intenta
resolver IBMAP-GA es incierto el nivel 6ptimo de mutacién a utilizar. Por
esto, en nuestras experimentaciones probamos las respuestas del algoritmo

para distintos valores del parametro de probabilidad de mutacion.

Seleccion de sobrevivientes: Se implementaron dos técnicas para seleccion de

supervivientes: steady-state y D-Crowding.

= steady-state: este mecanismo resulta practico, ya que como el espacio a
explorar es exponencialmente complejo, es conveniente evitar la pérdi-
da de buenas soluciones halladas. Este mecanismo esta basado en el
fitness de los individuos de la poblacién. Bésicamente, implica reem-
plazar los k peores individuos de la poblacion actual por los k mejores
individuos del conjunto de hijos generados a partir de la poblacién ac-
tual. Este valor de k es un parametro configurable. Para IBMAP-GA
se utilizé en los experimentos el 60 % del tamano de la poblacién, es
decir, si la poblacion es de 10 individuos se reemplazan los seis peores
individuos de la poblacién actual por los seis mejores hijos generados.
Para evitar una convergencia prematura de la poblacion y preservar la
diversidad genética, este mecanismo es implementado en IBMAP-GA

mediante una politica de no permitir hijos duplicados.

» D-Crowding: este mecanismo intenta preservar las buenas soluciones
halladas, pero manteniendo la diversidad genética de las poblaciones
generadas. Este esquema funciona eligiendo parejas de padres en la
poblacién, y reemplazando a éstos por sus hijos mas cercanos, sélo en
caso de que éstos sean mejores. Esto suele favorecer la convergencia

hacia éptimos globales.

Condicion de terminacion: Para resolver este problema no es posible estable-
cer como condicion de finalizacion el hecho de que la funcién de fitness haya

alcanzado algun valor especifico (como es natural en algoritmos genéticos),
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ya que se desconoce cudl es el valor maximo de IB-score. Por este motivo, el
algoritmo esta disenado para generar una cantidad de generaciones maxima
N, que es un parametro de entrada. En los experimentos del Capitulo 5 se
eligié un valor de N que garantice la convergencia (Figuras 5.4, 5.5, 5.6,
5.7, 5.8, 5.9).

En el Capitulo 5 se muestra una serie de experimentos donde se muestra que
IBMAP-GA tiene capacidad para mejorar la maximizacion del IB-score respecto
de las busquedas locales. Asimismo, se demuestra también que dicha mejora en
la maximizacién permite en muchos casos mejorar la calidad de las estructuras
aprendidas. Si bien las busquedas locales son mas practicas en términos de costo
computacional, esta instanciaciéon con un algoritmo genético puede resultar in-
teresante en situaciones donde se pueda invertir mucho tiempo de cémputo con el

objeto de obtener modelos de alta calidad (e.g., descubrimiento de conocimiento).

4.3.5. Busqueda heuristica de ascensién de colinas

En esta seccién se presenta un mecanismo de optimizacién similar a IBMAP-
HC, pero que incorpora una funciéon heuristica para acelerar la bisqueda. Dicho
algoritmo es llamado IBMAP-HHC (por sus siglas en inglés independence-based
mazximum a posteriori heuristic hill-climbing) . El uso de una funcién heuristica
permite evitar el alto costo en que incurre IBMAP-HC al maximizar el IB-score
entre todas las estructuras vecinas para cada ascenso de la bisqueda local, ya que

esto requiere computar el IB-score para las (”) estructuras vecinas a distancia 1.

2
El procedimiento utilizado en IBMAP-HC para este propdsito es trivial, por lo
que IBMAP-HHC incorpora una funcién heuristica que estima el mejor vecino
sin la necesidad de evaluar el IB-score de todas las estructuras vecinas, es decir,
un costo de O(1) tests estadisticos. Como consecuencia, el costo de IBMAP-HHC
se reduce en un orden de magnitud respecto del costo de IBMAP-HC.

En el Algoritmo 6 se muestra el pseudo-cédigo de IBMAP-HHC, que es idénti-
co al de IBMAP-HC, con un tnico cambio en la linea 4, donde la estructura veci-
na G’ es obtenida mediante la llamada a la funcién heuristica-mejor-vecino. Esta
heuristica permite obtener calidades similares reduciendo el costo computacional
en un orden de magnitud. De este modo, IBMAP-HHC ha mostrado ser com-

petitivo en costo computacional respecto de los algoritmos del estado del arte,
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obteniendo mejoras significativas en la calidad para dominios de gran tamano.

Algoritmo 6 IBMAP-HHC(D, V).

1: G < estructura vacia con n = |V| nodos

2: mejorPuntaje < IB-score(G, D)
3: repetir
4: G’ < heuristica-mejor-vecino(G,IB-score(Q)) // ver el Algoritmo 7
puntaje < IB-score(G’, D)
si puntaje < mejorPuntaje entonces
retornar ¢
sino
G+ G

10: mejorPuntaje <— puntaje

El pseudo-codigo de la funcién heuristica-mejor-vecino esta descripto en el
Algoritmo 7. Como pardametro de entrada se recibe una estructura (la estructura
actual G en la ascensién de colinas), y su puntaje correspondiente IB-score(G). La
funcién primero selecciona en la linea 1 el “par 6ptimo” (X*, Y™*) como la arista
(o no-arista) menos confiable de la estructura actual G. Esto puede efectuarse
utilizando una estructura de datos para representar IB-score(G), conteniendo los
nx (n—1) pairwise scores IB-scorex y (G) de la Ecuacién (4.9) (ver la Seccién 4.2).
Luego, el mejor vecino G’ se construye en la linea 2 como una copia de G, pero
invirtiendo el par (X*,Y™*) en la matriz de adyacencias (es decir, se borra la arista
cuando ésta existe, o se agrega cuando no existe). La funcién concluye retornando

esta estructura G'.

Algoritmo 7 heuristica-mejor-vecino(G, IB-score(G))

L (X™,Y7") <= argmin x y)e(vxv),x-y IB-scorey y (G) + [B-scorey,x (G)
2: G’ + G with (X*,Y™) flipped

3: retornar G’

La idea central de la heuristica se encuentra en la linea 1 del Algoritmo 7. Para
comprender la idea, es importante notar que el nimero de vecinos que difieren
sO0lo en una arista es el mismo nimero que la cantidad de pares diferentes de
variables (X,Y’), es decir, n x (n — 1)/2 pares. Desde este punto de vista, la

Ecuacién (4.9) puede verse como una suma de 2 pairwise IB-scores por cada uno
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de los pares de variables. Esto resulta en la siguiente expresién del IB-score:

IB-score(G) = Z IB-scorey y (G) + IB-scorey x (G).  (4.11)
(X,Y)EVXV,XAY
Con esta nueva forma del IB-score, esta claro que la minimizacién encuentra el
par (X*,Y"*) cuya contribucién al puntaje IB-score(GG) es minima. La suposi-
cién que realiza la heuristica es que la estructura resultante de invertir el par
(X*,Y*) es similar a maximizar el IB-score entre todas las estructuras veci-
nas (que es lo que hace IBMAP-HC). Como se explica en la Seccién 4.2, pa-
ra computar incrementalmente IB-score(G’) desde IB-score(G) sélo se requiere
re-computar [B-scorex(G’) y IB-scorey (G’). La aproximacién que se realiza en
esta minimizacion consiste en asumir que IB-scorex (G’) =~ IB-scorex y (G'), y que
IB-scorey (G') =~ IB-scorey x (G"), ignorando los términos restantes IB-scorex w (G’)
y IB-scorey, VIW € V \ {X,Y'}. Esto se basa en el hecho de que, desde G a G,
se espera un cambio fuerte en los términos IB-scorexy y IB-scorey x, ya que la
probabilidad a posteriori de dependencia se utiliza en una estructura, y la proba-
bilidad a posteriori de independencia se utiliza en la otra. En contraste, se asume
que los términos ignorados tendran un cambio débil, porque sélo la manta de
Markov de X e Y han cambiado, y por lo tanto las aserciones sélo varian en el
conjunto condicionante. Esta aproximacién es posible debido a que los pairwise
IB-scores que corresponden a la arista invertida IB-scorex y (G') y IB-scorex y (G)
son complementarios en ambas estructuras G y G’, es decir, la probabilidad a
posteriori de independencia y la de dependencia suman en total 1. Esto permite
estimar IB-scorex y (G’) a partir de IB-scorey y (G), sin la necesidad de efectuar
ningun test de independencia. Esta estimacion se realiza implicitamente en la mi-
nimizacién. La suposicion que realiza la heuristica es que los términos ignorados
tendran un impacto minimo en la busqueda del vecino 6ptimo. Por supuesto, al
tratarse de una aproximacion, solo los resultados empiricos pueden dar indicios
de su efectividad. En el peor caso, la aproximacion resultaria en la seleccién de un
vecino sub-éptimo. Esto, sin embargo, no es diferente de muchos otros algoritmos
de optimizacién que siguen caminos sub-6ptimos (por ejemplo, los mecanismos
de cruzamiento de IBMAP-GA).
El costo computacional de IBMAP-HHC es el siguiente. Para el computo
del puntaje de la estructura inicial del algoritmo se requieren n x (n — 1) tests

estadisticos, al igual que IBMAP-HC. Luego, en el bucle principal del algoritmo
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se lleva a cabo el procedimiento para seleccionar la estructura a distancia 1 con
mejor puntaje, con costo O(1), a diferencia de IBMAP-HC que incurre en un
costo de O(n?). Luego, denotando nuevamente M al niimero de ascensos, el costo
computacional total del algoritmo resulta ser de O(n*+ Mn) tests estadisticos. En
el Capitulo 5 se demuestra experimentalmente que M no representa una fuente
de complejidad extra, ya que este valor depende tanto de la complejidad del
problema (tamano y densidad de la estructura por aprender), como de la cantidad
de datos disponibles. En estos resultados se muestra que el valor de M crece en la
mayoria de los casos sub-linealmente con n. En algunos casos particulares donde
la estructura por aprender es muy densa (posee muchas aristas), y los datos
disponibles son muchos, el valor de M alcanza a crecer linealmente.

Respecto de la calidad estructural, en el Capitulo 5 se muestra experimen-
talmente que IBMAP-HHC aprende estructuras que mejoran significativamente
las calidades de las estructuras aprendidas por algoritmos del estado del arte.
También se corrobora que las calidades de IBMAP-HHC son similares a las de
IBMAP-HC, probando la efectividad de la heuristica utilizada. Adicionalmente,
se demuestra que el costo computacional de IBMAP-HHC es altamente competi-
tivo respecto de los algoritmos del estado del arte. Por tltimo, en la Seccion 5.6
se presentan mediciones empiricas de la superficie del IB-score, mostrando que en
la mayoria de los casos la estrategia de seleccion de estructuras de IBMAP-HHC

permite realizar optimizaciones realmente efectivas en el espacio de estructuras.

4.3.6. Busqueda heuristica de ascensién de colinas con

reinicios multiples

En esta seccion se presenta un un algoritmo de optimizacién similar a IBMAP-
HHC, pero que puede reiniciar una cantidad configurable de veces, y comenzando
desde estructuras generadas aleatoriamente. Dicho algoritmo es llamado IBMAP-
HHC-RR (por sus siglas en inglés independence-based mazximum a posteriori heu-
ristic hill-climbing with random restarts). Bésicamente, se trata del mismo algo-
ritmo IBMAP-HC-RR, pero en vez de utilizar la seleccién de estructuras vecinas
naive, utiliza la misma heuristica que se implementa en IBMAP-HHC.

El Algoritmo 8 muestra el pseudo-cédigo de IBMAP-HHC-RR. Como puede
verse a simple vista, se trata del mismo pseudo-cédigo de IBMAP-HC-RR, pero
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Algoritmo 8 IBMAP-HHC-RR(D, V, k).

1: G* + null
2: mejor PuntajeGlobal <+ —oco

3: repetir k veces

4:

10:
11:
12:
13:
14:
15:
16:

5
6
T
8
9

G + estructura con n = |V| nodos y cantidad de aristas aleatoria entre 0 y (g)
mejorPuntaje < IB-score(G, D)
repetir
G’ + heuristica-mejor-vecino(G, IB-score(G)) // ver el Algoritmo 7
puntaje +— IB-score(G’, D)
si puntaje < mejorPuntaje entonces
si mejor Puntaje > mejor PuntajeGlobal entonces
mejor PuntajeGlobal < mejor Puntaje
G+ G
ir a linea // siguiente reinicio
sino
G+ G

mejorPuntaje <— puntaje

17: retornar Gx*

utilizando la heuristica del Algoritmo 7 en la linea 7. El costo computacional
de IBMAP-HHC-RR es aproximadamente el mismo costo que el de IBMAP-

HHC, multiplicado por la constante k, que es la cantidad de reinicios aleatorios.

Los resultados experimentales con IBMAP-HHC-RR mostrados en el Capitulo 5

muestran que IBMAP-HHC-RR permite en muchos casos mejorar la calidad de

IBMAP-HHC, pero dichas mejoras no son significativas.
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Capitulo

Evaluacion experimental

En este capitulo se describe una serie de experimentos realizados a fin de
probar empiricamente qué tan robusto es el enfoque IBMAP, y la eficiencia de
los algoritmos que instancian dicho enfoque. Los resultados experimentales se

encuentran organizados del siguiente modo:

= Primeramente, se presenta una evaluacién sobre datos sintéticos para eva-
luar el enfoque IBMAP sobre dominios de tamano pequeno. El objetivo de
este experimento es comparar las calidades estructurales obtenidas por las
distintas instanciaciones de IBMAP respecto de algoritmos del estado del

arte, sin importar su costo computacional.

= Una evaluacion sobre datos sintéticos, donde se muestra como funciona
IBMAP-GA. Este algoritmo sélo se evalia en esta seccion a fin de reali-
zar un analisis mas detenido sobre su funcionamiento, ya que éste puede

parametrizarse con una gran cantidad de configuraciones diferentes.

= Una evaluacién sobre datos sintéticos en dominios de gran tamano. En
estos experimentos sélo presentamos resultados comparando IBMAP-HHC
(la instanciacién mas eficiente de IBMAP) contra los algoritmos del estado

del arte.

» Una evaluacion sobre datos del mundo real (conjuntos de datos de referen-
cia, en inglés benchmark), obtenidos desde repositorios de aprendizaje de

maquinas y conjuntos de datos para descubrimiento de conocimiento.

57



5. EVALUACION EXPERIMENTAL

= Una serie de experimentos para confirmar que el costo computacional de
IBMAP-HHC es competitivo respecto de los algoritmos del estado del arte.
Para esto, se analizan los resultados de tiempo de corrida de los experi-
mentos de calidad estudiados previamente. Ademas, se reportan resultados
de una experimentacién realizada a fin de evaluar como la complejidad de
la bisqueda y la cantidad de datos disponibles afectan en el costo compu-

tacional de la busqueda local.

= Un experimento que analiza empiricamente qué tan eficientes son los meca-
nismos de busqueda propuestos para maximizar el IB-score sobre el espacio

de estructuras.

= Por tltimo, se muestran resultados de aplicar IBMAP-HHC en un problema
real: los algoritmos EDAs (Miihlenbein y Paa$, 1996; Larranaga y Lozano,
2002). Los EDAs son una variacién de los algoritmos evolutivos que reem-
plazan las etapas de cruzamiento y mutacion por el muestreo de poblaciones
a partir de una distribucién de probabilidades aprendida a partir de la po-
blacién seleccionada. En este experimento se muestra que la calidad del
aprendizaje de estructuras influencia fuertemente en los resultados de la

optimizacién evolutiva.

5.1. Evaluacion de calidad estructural en distri-

buciones pequenas sobre datos sintéticos

Esta seccién muestra un conjunto de experimentos sobre datos sintéticos pa-
ra distribuciones de pequeno tamano. El experimento consiste en comparar la
calidad de las estructuras aprendidas por los algoritmos que utilizan el enfoque
IBMAP (que fueron presentados en el Capitulo 4) respecto de la calidad de las
estructuras aprendidas por algoritmos del estado del arte. Como primer compe-
tidor se ha seleccionado a GSMN ya que éste es el algoritmo mas representativo
y simple del estado del arte, que en términos de calidad es similar a los demas
algoritmos revisados (ver Capitulo 3, Seccién 3.6). Adicionalmente, se ha selec-
cionado como competidor a un algoritmo basado en independencias que utiliza

la variante HITON-PC de GS, y que es un algoritmo del estado del arte para
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aprendizaje de redes de Bayes. Dicho algoritmo es més robusto que GS a errores
en los tests. Para utilizar HITON-PC a fin de aprender estructuras de redes de
Markov, se presenta el algoritmo HHC-MN, como una adaptacion del algoritmo
HHC de Aliferis et al. (2010b). En el Apéndice C se detalla el funcionamiento de
dicho algoritmo.

Con el objeto de evaluar todas las instanciaciones de nuestro enfoque IB-
MAP, los experimentos de esta secciéon se muestran sobre dominios de tamano
pequeno. Dado que IBMAP-BF lleva a cabo una busqueda por fuerza bruta, en
este primer experimento se prueba empiricamente que maximizar la funcién de
puntajes IB-score mejora significativamente la calidad de los algoritmos compe-
tidores. Adicionalmente, se muestra que las demas instanciaciones del enfoque
obtienen calidades comparables a las de IBMAP-BF. Por sencillez, en esta expe-
rimentacion se omiten resultados de IBMAP-GA, ya que éste se evalia en forma
aislada en la Seccién 5.2.

Los conjuntos de datos sintéticos han sido obtenidos muestreando desde distri-
buciones generadas a partir de redes de Markov aleatorias. Esto permite realizar
un estudio sistematico y controlado, otorgando control sobre la complejidad del
problema, y permitiendo evaluar la calidad de las estructuras aprendidas por
cada algoritmo. Las redes de Markov sintéticas fueron generadas para este expe-
rimento para n € {6,12,20} variables binarias. Para cada tamano de dominio,
se consideraron distintos tamanos de conectividad creciente: 7 € {1,2,4}, donde
7 indica la cantidad de aristas que contiene cada nodo, en promedio. Por esto,
mientras mas grande sea el valor de 7, méas complejo resulta el aprendizaje de
la estructura solucién. Para cada caso de 7 se generaron aleatoriamente 10 redes
diferentes, considerando como aristas a los primeros n7/2 pares de variables de
una permutacion aleatoria del conjunto de todos los pares de variables posibles.

Dado que la estructura de independencias determina la factorizacién de la
distribucién (ver la Seccién 2.1.2), el modelo completo para cada conjunto de
datos se obtuvo generando los parametros numéricos aleatoriamente. Para que
los datos se generen desde modelos correctos, y que a su vez las dependencias
se representen fuertemente por las aristas de la estructura, se generaron factores
de dos variables ¢(X,Y’) por cada arista de las estructuras aleatorias generadas,
y sus parametros numéricos correspondientes fueron generados de modo que la

correlacion entre las variables de las aristas sea fuerte. Para esto, se forzaron los
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parametros para que el log-odds de cada factor exy = log (2(X:0’Y:0)¢(X:1’Y:1))

(X=0,Y=1)$(X=1,Y=0)
sea igual a 1 para todas las aristas. Esto resulta en una ecuacion sobre los va-

lores de la funciéon potencial con 4 valores desconocidos. La generacion de los
parametros consistié en crear 3 parametros aleatoriamente en un rango de 0 a 1,
y el pardmetro restante se resuelve desde la ecuacion. Este procedimiento es una
forma estdndar de generar modelos probabilisticos aleatorios Agresti (2002).

Una vez que se han construido las redes de Markov aleatoriamente, los datos
se generan utilizando un muestreador de Gibbs, que es un algoritmo que se utiliza
para obtener una secuencia aproximada de puntos de datos a partir de una distri-
bucién multivariada. Se generaron 1600 puntos de datos para cada modelo. Poste-
riormente, se ejecutaron los diferentes algoritmos utilizando porciones crecientes
del conjunto de datos generado D € {25,100, 400, 1600}, para cada combinacién
de (n, 7). Los algoritmos a comparar en este experimento son GSMN, HHC-MN,
IBMAP-BF, IBMAP-HC, IBMAP-HC-RR (para 100, 500 y 1000 reinicios alea-
torios), IBMAP-HHC, y IBMAP-HHC-RR (para las mismas configuraciones que
IBMAP-HC-RR). Para comparar todos los algoritmos al mismo nivel, hemos co-
rrido a todos éstos utilizando el test estadistico Bayesiano (Margaritis, 2005) (ver
el Apéndice A).

Para llevar a cabo una mediciéon de los errores que posee cada estructura
aprendida se reporta la distancia de Hamming entre la estructura que se ha
aprendido y la estructura solucién, desde la cudl se han generado los datos. La
distancia de Hamming se computa como la suma entre los falsos positivos y los
falsos negativos. Los falsos positivos son las aristas aprendidas que no existen
en la estructura solucion, y los falsos negativos son las aristas de la estructura
soluciéon que no fueron aprendidas. Otra medida de calidad que cominmente se
tiene en cuenta para medicion de los errores estructurales es la F-measure, que
es una medida armonica que combina la precisiéon y el recall de la estructura.
En este trabajo se omite la presentacién de los resultados de F-measure, ya que
presentan en todos los casos tendencias idénticas a las que se ven sobre la distancia
de Hamming. Esto ultimo puede corroborarse en los resultados experimentales
publicados en Schliiter et al. (2014).

En la Figura 5.1 se muestran los resultados para n = 6 variables. La figura
organiza los resultados en varias graficas, mostrando la distancia de Hamming

de la estructura aprendida por cada algoritmo, promediando los resultados sobre
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Figura 5.1: Distancia de Hamming en problemas con n = 6 variables. Menor
distancia de Hamming es mejor. Lista de algoritmos: [1] GSMN, [2] HHC-MN, [3]
IBMAP-BF, [4] IBMAP-HC, [5] IBMAP-HC-RR(100), [6] IBMAP-HC-RR(500), [7]
IBMAP-HC-RR(1000), [8] IBMAP-HHC, [9] IBMAP-HHC-RR(100), [10] IBMAP-

HHC-RR(500), [11] IBMAP-HHC-RR(1000).
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diez conjuntos de datos diferentes, y mostrando también la desviacién estandar.
La figura ordena las gréficas disponiendo en las filas de la grilla los resulta-
dos sobre distintos tamanos crecientes del conjunto de datos de entrenamiento
D € {25,100, 400, 1600}, y en las columnas de la grilla para los distintos tamanos
de conectividad 7 € {1,2,4}. De este modo, pueden revisarse verticalmente las
tendencias de calidad a medida que crece la cantidad de datos disponibles para
una misma dificultad de estructuras (7 en la columna). Asimismo, también puede
revisarse horizontalmente como para una misma cantidad de datos ocurren ten-
dencias en la calidad de las estructuras aprendidas, a medida que se incrementa
la dificultad de las estructuras por aprender. Como es esperable, estos resultados
muestran que para todos los algoritmos, mientras mas compleja es la estructura
solucién (es decir, mientras crece 7), més grande es la distancia de Hamming
de las estructuras aprendidas respecto de la soluciéon. Puede verse también que
para cualquier valor fijo de D, la cantidad de errores de cada algoritmo crece con
7. Como GSMN (abreviado como [1]) y HHC-MN (abreviado como [2]) siguen
el enfoque tradicional basado en independencias, se espera que obtengan mejores
calidades cuando los conjuntos de datos son grandes, (es decir, los casos de valores
mé&s grandes de D y valores mas chicos de 7). Las gréaficas muestran claramente
que todos los algoritmos que instancian IBMAP mejoran en todos los casos a las
estructuras aprendidas por GSMN y HHC-MN, con calidades significativamente
mejores (distancias de Hamming menores).

Para todos los casos, GSMN tiene la convergencia mas lenta en D para redu-
cir los errores estructurales. Esto ocurre con GSMN debido a que este algoritmo
tiende a agregar muchos falsos positivos en la fase de crecimiento, lo que requiere
luego que en la fase de encogimiento se ejecuten tests que involucran muchas
variables, volviéndose estos mismos muy poco confiables. Esto produce una can-
tidad numerosa de errores en cascada. En el caso de HHC-MN, puede verse que
los errores estructurales se reducen significativamente respecto de GSMN. Estas
mejoras se obtienen gracias al uso de una estrategia de eliminacién intercalada
con el uso de una funcién heuristica de inclusién (ver el Apéndice C). El resto de
los algoritmos son las diversas instanciaciones de IBMAP: IBMAP-BF, IBMAP-
HC, IBMAP-HC-RR con 100 , 500, y 1000 reinicios aleatorios, IBMAP-HHC, y
IBMAP-HHC-RR con 100, 500 y 1000 reinicios aleatorios; abreviadas respecti-
vamente como [3],[4],[5],6],[7],[8],[9],[10] y [11]. Como puede verse claramente en
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las gréficas, en todos los casos los resultados de IBMAP-BF muestran calidades
ligeramente mejores que todos los algoritmos. Este resultado era esperable, ya que
IBMAP-BF realiza una busqueda por fuerza bruta, es decir, obtiene la estructu-
ra que maximiza el IB-score. Sin embargo, resulta interesante también observar
que el resto de las instanciaciones de IBMAP muestran calidades comparables a
IBMAP-BF, pero llevando a cabo busquedas que escalan mucho mas eficiente-
mente con el tamano del dominio. Ademas, en estos resultados puede apreciarse
que las calidades de IBMAP-HC-RR son comparables a las de IBMAP-HC, ob-
teniendo apenas mejoras leves, no significativas. Estas mejoras son esperables,
ya que se trata de 10, 100 y 500 reinicios aleatorios. Similarmente, las calida-
des obtenidas por IBMAP-HHC-RR son ligeramente mejores las obtenidas por
IBMAP-HHC. Esto indica que tanto IBMAP-HC-RR como IBMAP-HC-RR pue-
den resultar apropiados en casos donde se esta dispuesto a invertir tiempo de
computo a cambio de obtener un modelo de alta calidad (al igual que el algorit-
mo IBMAP-GA). En cambio, si lo que se desea es un algoritmo que obtenga altas
calidades al mejor costo posible, la mejor opcion es el algoritmo IBMAP-HHC.
En la Seccién 5.5 se muestran experimentos de tiempos de corrida y otros experi-
mentos adicionales que confirman que la complejidad temporal de IBMAP-HHC
es competitiva con la de los algoritmos del estado del arte.

Asimismo, en las Figuras 5.2 y 5.3 se muestran los resultados paran = 12 y
n = 20, respectivamente. En estas figuras se muestran los resultados para los mis-
mos algoritmos, pero omitiendo IBMAP-BF (abreviado como [3]), porque resulta
imposible de correr (en los casos de n = 12 se requerirfa evaluar IB-score para 2%
estructuras, y en los casos de n = 20 para 2% estructuras). Estos resultados mues-
tran tendencias similares a los analizados para n = 6, pero permiten ver ademas
ciertos patrones de comportamiento en los que los algoritmos GSMN (abreviado
como [1]) y HHC-MN (abreviado como [2]) funcionan mejor que los algoritmos
del enfoque IBMAP, como puede verse en la columna de 7 = 4. Este resultado es
esperable, si se tiene en cuenta que los algoritmos IBMAP-HC, IBAMP-HC-RR,
IBMAP-HHC y IBMAP-HHC-RR hacen busquedas locales, y para estos tamanos
de dominio, cuando 7 = 4 los tests estadisticos utilizados en el conjunto de cierre
basado en mantas de Markov poseen una complejidad muestreal muy alta, ya que

involucran muchas variables en el conjunto condicionante.
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Figura 5.2: Distancia de Hamming en problemas con n = 12 variables. Menor
distancia de Hamming es mejor. Lista de algoritmos: [1] GSMN, [2] HHC-MN,
[4] IBMAP-HC, [5] IBMAP-HC-RR(100), [6] IBMAP-HC-RR(500), [7] IBMAP-
HC-RR(1000), [8] IBMAP-HHC, [9] IBMAP-HHC-RR(100), [10] IBMAP-HHC-
RR(500), [11] IBMAP-HHC-RR(1000).
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5.1 Evaluacion de calidad estructural en distribuciones pequenas
sobre datos sintéticos
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Figura 5.3: Distancia de Hamming en problemas con n = 20 variables. Menor
distancia de Hamming es mejor. Lista de algoritmos: [1] GSMN, [2] HHC-MN,
[4] IBMAP-HC, [5] IBMAP-HC-RR(100), [6] IBMAP-HC-RR(500), [7] IBMAP-
HC-RR(1000), [8] IBMAP-HHC, [9] IBMAP-HHC-RR(100), [10] IBMAP-HHC-
RR(500), [11] IBMAP-HHC-RR(1000).
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5. EVALUACION EXPERIMENTAL

5.2. Evaluacion de calidad estructural con el en-

foque basado en algoritmo genético

Esta seccién muestra un conjunto de experimentos con el algoritmo IBMAP-
GA sobre datos sintéticos, generados del mismo modo que los utilizados en la
seccion anterior. Debido a la flexibilidad de la parametrizacion de este algoritmo,
esta seccion compara la calidad de IBMAP-GA utilizando diversas configuraciones
del mismo, como el tamano de poblacion, la probabilidad de mutacion, la proba-
bilidad de cruzamiento, la técnica de seleccién de individuos, etc. Para mostrar
que dicho algoritmo genético puede hacer una buena maximizacion del IB-score
se muestran dos experimentos distintos. El primero permite analizar la curva de
evolucién generada por IBMAP-GA, mostrando empiricamente su progreso. Con
este experimento se valida que el algoritmo puede realizar una maximizacién efec-
tiva del IB-score, encontrando en la mayoria de los casos estructuras con IB-score
mas alto que IBMAP-HHC. En un segundo experimento se muestran ademas
resultados en términos de la calidad de las estructuras aprendidas.

El primer experimento se realizé sobre un conjunto de datos de n = 12 varia-
bles binarias, con 7 = 2, y D = 100 puntos de datos. Como condicién de corte
para IBMAP-GA, se fijaron 1000 iteraciones para cada corrida del algoritmo. En
las Figuras 5.4, 5.5 y 5.6 puede apreciarse un conjunto de graficas en las que se
muestra la evolucién del valor de fitness de IBMAP-GA utilizando el esquema
de seleccion de supervivientes steady-state para una poblacion de 10, 100 y 500
individuos, respectivamente. Del mismo modo, las Figuras 5.7, 5.8 y 5.9 muestran
el mismo experimento, pero utilizando el esquema de seleccion de supervivien-
tes D-crowding también para 10, 100 y 500 individuos, respectivamente. Dichas
figuras muestran una curva que representa la evolucion del IB-score del mejor
individuo encontrado en cada iteracion, y ademas se muestran en lineas rectas los
valores de IB-score de las estructuras encontradas por IBMAP-HHC y GSMN.
Cada figura organiza un conjunto de graficas en forma de grilla, disponiendo en
las distintas columnas los resultados de utilizar probabilidad de mutacion de 0.01,
0.1y 0.9, y en las filas se organizan los resultados segin la probabilidad de cruza-
miento utilizada (0.3, 0.6, y 0.9). Debido a que en todos los casos del experimento
IBMAP-GA convergié al maximo antes de las primeras 200 iteraciones, las figuras

solo muestran este escenario, para facilitar la visualizacién y el analisis.
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5.2 Evaluacion de calidad estructural con el enfoque basado en
algoritmo genético

Técnica de seleccién: steady-state

Tamano de poblacién=10 individuos
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Figura 5.4: Evolucién de IBMAP-GA utilizando una poblacién de 10 individuos y
seleccién de supervivientes steady-state. Se muestra también el IB-score de GSMN
y IBMAP-HHC en lineas horizontales.
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Técnica de seleccién: steady-state

Tamano de poblacién=100 individuos
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Figura 5.5: Evolucién de IBMAP-GA utilizando una poblacién de 100 individuos
y seleccion de supervivientes steady-state. Se muestra también el IB-score de GSMN
y IBMAP-HHC en lineas horizontales.
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5.2 Evaluacion de calidad estructural con el enfoque basado en

algoritmo genético

Técnica de seleccién: steady-state

Tamano de poblacién=>500 individuos

Prob.Cruzamiento=0.3,Prob.Mutacion=0.01

Prob.Cruzamiento=0.3,Prob.Mutacion=0.1

Prob.Cruzamiento=0.3,Prob.Mutacion=0.9

IB-score IBMAPGA ———— 40 -40
I1B-score GSMN -45 i
|B-score IBMAP-HHC ------ -50 -50
-55 -55 T
-60 -60
-65 -65
-70 -70
-75 -75
: : : -80 : : -80 : : :
50 100 150 200 0 50 100 150 50 100 150 200
generacion generacion generacion
Prob.Cruzamiento=0.6,Prob.Mutacion=0.01 Prob.Cruzamiento=0.6,Prob.Mutacion=0.1 Prob.Cruzamiento=0.6,Prob.Mutacion=0.9
-40 -40
-45 -45 -
-50 50 |
55 5L T
-60 -60
-65 -65
-70 -70
-75 -75
-80 -80
50 100 150 200 0 50 100 150 50 100 150 200
generacion generacion generacion
Prob.Cruzamiento=0.9,Prob.Mutacion=0.01 Prob.Cruzamiento=0.9,Prob.Mutacion=0.1 Prob.Cruzamiento=0.9,Prob.Mutacion=0.9
-40 -40
-45 -45
-50 -50
-55 -55 R
-60 -60
-65 -65
-70 -70
-75 -75
-80 -80
50 100 150 200 0 50 100 150 50 100 150 200
generacion generacion generacion

Figura 5.6: Evolucién de IBMAP-GA utilizando una poblacién de 500 individuos
y seleccion de supervivientes steady-state. Se muestra también el IB-score de GSMN
y IBMAP-HHC en lineas horizontales.
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Técnica de seleccién: D-crowding

Tamano de poblacién=10 individuos
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Figura 5.7: Evoluciéon de IBMAP-GA utilizando una poblacién de 10 individuos
y seleccién de supervivientes D-crowding. Se muestra también el IB-score de GSMN
y IBMAP-HHC en lineas horizontales.
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5.2 Evaluacion de calidad estructural con el enfoque basado en
algoritmo genético

Técnica de selecciéon: D-crowding

Tamano de poblacién=100 individuos
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Figura 5.8: Evolucién de IBMAP-GA utilizando una poblacién de 100 individuos
y seleccién de supervivientes D-crowding. Se muestra también el IB-score de GSMN
y IBMAP-HHC en lineas horizontales.
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Técnica de seleccién: D-crowding

Tamano de poblacién=>500 individuos
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Figura 5.9: Evolucién de IBMAP-GA utilizando una poblacién de 500 individuos
y seleccién de supervivientes D-crowding. Se muestra también el IB-score de GSMN
y IBMAP-HHC en lineas horizontales.
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5.2 Evaluacion de calidad estructural con el enfoque basado en
algoritmo genético

En dichas figuras puede verse que en todos los casos mostrados IBMAP-GA
obtiene estructuras que poseen IB-score mas alto que GSMN. Adicionalmente,
también se observa que en la gran mayoria de los casos mostrados existe algu-
na configuracion de probabilidad de cruzamiento y de probabilidad de mutacién
con la que IBMAP-GA supera el IB-score obtenido por IBMAP-HHC. Especifi-
camente, cuando se utiliza steady-state con 10 individuos por poblacién (Figura
5.4), IBMAP-GA converge a un IB-score més alto que IBMAP-HHC en 6 de los
9 casos que muestra la figura. Cuando se utiliza steady-state con 100 individuos
por poblacién, IBMAP-GA converge a un IB-score mas alto que IBMAP-HHC
en 4 de los 9 casos que muestra la Figura 5.5. Cuando se utiliza steady-state
con 500 individuos por poblaciéon, IBMAP-GA converge a un IB-score mas alto
que IBMAP-HHC en 3 de los 9 casos que muestra la Figura 5.6 (cuando la pro-
babilidad de mutacién es 0.9). Cuando se utiliza d-Crowding con 10 individuos
por poblacién, IBMAP-GA converge a un IB-score mas alto que IBMAP-HHC
en 3 de los 9 casos que muestra la Figura 5.7. Cuando se utiliza d-Crowding con
100 individuos por poblacion, IBMAP-GA converge a un IB-score mas alto que
IBMAP-HHC en sélo 1 caso de los 9 casos que muestra la Figura 5.8, y cuan-
do se utilizan 500 individuos por poblacion, no converge a ningun IB-score mas
alto que IBMAP-HHC, en la Figura 5.9. Estos resultados permiten validar que
IBMAP-GA tiene capacidad de mejorar la maximizacion del IB-score llevada a
cabo por IBMAP-HHC, siempre y cuando se realice un barrido apropiado de sus
parametros de entrada. No se reportan resultados para otros tamanos de dominio
debido a que las tendencias son similares.

En un segundo experimento con IBMAP-GA no sélo se analizan los valores de
IB-score encontrados, sino también los resultados en términos de calidad de las es-
tructuras a las que IBMAP-GA converge. Para esto, IBMAP-GA fue corrido para
cada experimento barriendo sobre distintos valores de probabilidad de mutacion
(0.01, 0.1 y 0.9), probabilidad de cruzamiento (0.3, 0.6, y 0.9), esquema de selec-
cién de supervivientes (steady-state y D-crowding), y tamano de poblacién (10,
100 y 500). Luego se selecciona la estructura con IB-score més alto, entre aquellas
obtenidas utilizando las diferentes parametrizaciones de IBMAP-GA. Para este
experimento se utilizaron conjuntos de datos de n € {12,16,20} variables bina-
rias, con complejidades crecientes 7 € {1,2,4}. Se muestran los resultados para
IBMAP-GA en comparacion con GSMN y con IBMAP-HHC, utilizando tamanos
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Figura 5.10: Distancia de Hamming en problemas con n € {12, 16,20} variables
para GSMN, IBMAP-HHC y IBMAP-GA. Menor distancia de Hamming es mejor.
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algoritmo genético

de muestra crecientes D € {50, 100, 500, 1000, 2500}.

En la Figura 5.10 se muestran los resultados del experimento. Las barras mues-
tran la distancia de Hamming de las estructuras aprendidas por cada algoritmo. A
primera vista, puede verse en las graficas que a medida que crece el tamano D del
conjunto de datos utilizado, tanto IBMAP-HHC como IBMAP-GA presentan me-
joras de calidad (menores distancias de Hamming) sobre GSMN. Adicionalmente,
también puede observarse que IBMAP-GA mejora la calidad de IBMAP-HHC en
los siguientes casos:

s n=12,7=2,D = 100 s n=16,7=2,D =50

s n=12,7=4,D = 500 » n=16,7=4,D = 500
s n=12,7=4,D = 1000 = n=16,7=4,D = 1000
s n=12,7=4,D = 2500 » n=20,7=2,D =500
= n=16,7=1,D =100 = n=20,7=4,D = 1000.

El panorama general de estos resultados indica que IBMAP-GA y IBMAP-
HHC mejoran la calidad de GSMN en todos los casos, y en general las calidades
estructurales de IBMAP-GA son comparables a las obtenidas por IBMAP-HHC
(presentando empates en la mayoria de los casos). Esto permite sustentar la
hipétesis de que IBMAP-HHC es una solucién practica en términos de calidad y
eficiencia, ya que sin utilizar parametrizaciones complejas y s6lo convergiendo a
un maximo local, tiene capacidad de obtener soluciones de calidad muy similares
a las de IBMAP-GA, que explora mucho mas ain el espacio de estados, y que
requiere que el algoritmo se corra sobre distintos barridos de sus parametros de
entrada. Sin embargo, como ya se fundamenté previamente, IBMAP-GA resulta
una alternativa 1util e interesante para los casos donde se esta dispuesto a invertir

tiempo de computo a cambio de la mejor calidad posible.
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5. EVALUACION EXPERIMENTAL

5.3. Evaluacion de escalabilidad de la calidad es-
tructural sobre la dimensionalidad de las

distribuciones

Esta seccion muestra un conjunto de experimentos sobre datos sintéticos para
distribuciones de mayor tamano que las utilizadas en los experimentos de las
secciones anteriores. Por esto, dado que el algoritmo més eficiente en términos
de complejidad temporal y en la calidad de las estructuras obtenidas es IBMAP-
HHC, en esta seccién se muestra una comparacién de su calidad respecto de los
algoritmos competidores GSMN y HHC-MN, a fin de mostrar cémo evoluciona el
potencial de mejora de calidad del enfoque IBMAP a medida que crece el tamano
de las distribuciones.

Los conjuntos de datos sintéticos utilizados se generaron del mismo modo que
los utilizados en las secciones anteriores. Para este experimento, se generaron re-
des de Markov sintéticas de tamanos crecientes con n € {50, 100,200, 500, 750}
variables binarias. Para cada tamano de dominio, se consideraron distintos ni-
veles de conectividad creciente: 7 € {1,2,4,8} (es decir, se agregé un nivel de
complejidad adicional). Para cada conjunto de datos se generaron 3200 puntos de
datos, y posteriormente se ejecutaron los algoritmos GSMN, HHC-MN y IBMAP-
HHC sobre diferentes subconjuntos de tamano incremental del conjunto de datos
D € {25, 50,100, 200, 400, 800, 1600, 3200} .

Los resultados de este experimento se muestran en las Figuras 5.11, 5.12,
5.13, 5.14, y 5.15, para los dominios de n € {50, 100, 200, 500, 750} variables res-
pectivamente. En dichas figuras se muestran los promedios de las distancias de
Hamming de cada algoritmo sobre diez conjuntos de datos diferentes y su des-
viacion estandar. La figura ordena las gréaficas disponiendo los resultados para
las distintas conectividades crecientes 7 en las distintas filas de la figura. De este
modo, pueden visualizarse verticalmente las tendencias de calidad a medida que
crece la dificultad de las estructuras subyacentes. Asimismo, en cada figura puede
observarse sobre el eje X la evolucién de la distancia de Hamming de los algo-
ritmos a medida que crece el tamano D del conjunto de datos de entrenamiento
utilizado.

Al analizar los resultados de la Figura 5.11 puede verse que para n = 50
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Figura 5.11: Distancia de Hamming de problemas con n = 50 variables para
tamanos crecientes de D € {25, 50, 100, 200, 400, 800, 1600, 3200}, sobre estructuras
subyacentes de complejidad 7 € {1,2,4, 8} (filas). Menor distancia de Hamming es

mejor.
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. EVALUACION EXPERIMENTAL

GSMN
HHC-MN
IBMAP-HHC

bl

>

P %

>

P %

£888¢88¢8

]
2
141
0L

Figura 5.12:

>

[r

Distancia de Hamming de problemas con n = 100 variables para

tamanios crecientes de D € {25, 50, 100, 200, 400, 800, 1600, 3200}, sobre estructuras
subyacentes de complejidad 7 € {1,2,4, 8} (filas). Menor distancia de Hamming es

mejor.
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5.3 Evaluacién de escalabilidad de la calidad estructural sobre la

dimensionalidad de las distribuciones

n=

200
1400
GSMN s
1200 HHC-MN
1000 | | IBMAP-HHC =
800
600
400
200
0
-200
EX & % 2% %, % %, 2,
1200
1000
800
600
400
200
0
< » ’Z(b r’% s{b % ,[% Q‘Zb
1000
900
800
700
600 I
500
400
300
200
100
0
-100
) D % 2% %, %, @, %
1300
1200
1100
1000
900
800
700
% ® @ B @ % @, %,

Figura 5.13: Distancia de Hamming de problemas con n = 200 variables para
tamanios crecientes de D € {25, 50, 100, 200, 400, 800, 1600, 3200}, sobre estructuras
subyacentes de complejidad 7 € {1,2,4, 8} (filas). Menor distancia de Hamming es

mejor.
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5. EVALUACION EXPERIMENTAL

variables binarias, en el caso de 7 = 1, GSMN muestra la convergencia més lenta
en D, cometiendo alrededor de 200 errores estructurales en los peores casos, y
aproximadamente 40 errores en el mejor caso. HHC-MN muestra la segunda mejor
convergencia, cometiendo alrededor de 90 errores en el peor caso, y convergiendo
a una media de 10 errores en el mejor caso. La mejor convergencia en D la
muestra IBMAP-HHC, aprendiendo estructuras con aproximadamente 20 errores
estructurales en los peores casos (D < 100), y reduciendo estos errores hasta
0 cuando D = 3200. Para los casos de 7 = 2 y 7 = 4 se observan tendencias
similares, mostrando mejoras respecto de GSMN més contundentes aiin. Respecto
de HHC-MN las mejoras contundentes se presentan en los casos en que los datos
son escasos (D < 100). Este resultado es esperable, ya que se trata de estructuras
no muy densas, y la cantidad de datos es suficiente como para que su estrategia de
eliminacién intercalada sea realmente efectiva (ver el Apéndice C). Para el caso
de 7 = 8, la complejidad del problema de aprendizaje es mucho mayor, lo que se
ve reflejado en los resultados, ya que como puede verse en el eje Y, se incrementan
las cantidades de errores estructurales obtenidas por todos los algoritmos. En este
caso, IBMAP-HHC muestra la mejor convergencia para todos los casos de D.

Al analizar los resultados de las Figuras 5.12, 5.13, 5.14, y 5.15 puede ver-
se que para n € {100,200,500, 750} variables binarias, los resultados muestran
las mismas tendencias, pero el impacto del efecto cascada es mucho mas im-
portante a medida que crece n. Por ejemplo, en el caso de n = 750, 7 = 1y
D = 25 en la Figura 5.15 GSMN y HHC-MN cometen alrededor de 2000 errores
estructurales, y IBMAP-HHC no llega a los 200 errores. Esto se ve agravado a
medida que incrementa 7. Por ejemplo, en el caso de n = 750, 7 =8 y D = 400,
GSMN y HHC-MN cometen alrededor de 4000 errores estructurales, mientras que
IBMAP-HHC comete aproximadamente unos 3000 errores. Las mejores ganancias
de calidad de IBMAP-HHC respecto de GSMN pueden verse paran = 750, 7 = 1
y D = 3200, donde GSMN comete mas de 5000 errores, y IBMAP-HHC comete
alrededor de 100 errores. Respecto de HHC-MN, las mejores ganancias de calidad
de IBMAP-HHC pueden verse para los casos donde los datos son muy escasos, es
decir, D < 100.

Para facilitar un analisis a nivel global de todos los resultados mostrados, en
la Figura 5.16 se comprimen todos en una tnica grafica. Esta figura organiza los

resultados disponiendo los resultados para distintos tamanos de distribuciones
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.3 Evaluacién de escalabilidad de la calidad estructural sobre la
dimensionalidad de las distribuciones
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tamanios crecientes de D € {25, 50, 100, 200, 400, 800, 1600, 3200}, sobre estructuras
subyacentes de complejidad 7 € {1,2,4, 8} (filas). Menor distancia de Hamming es

mejor.
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Figura 5.15: Distancia de Hamming de problemas con n € {750} variables para
tamanios crecientes de D € {25, 50, 100, 200, 400, 800, 1600, 3200}, sobre estructuras
subyacentes de complejidad 7 € {1,2,4, 8} (filas). Menor distancia de Hamming es

mejor.

82



5.3 Evaluacién de escalabilidad de la calidad estructural sobre la

iones

dad de las distribuci

li

1imensiona

d

I S rrrrrssssesessrses,

]
N rarerrreerrerreses

P —
Wrrerererererreeees

 —
Wb rrrrrrrrrresrreeee)

oy ——
A rrrrrrrrrerrrerreree)

r —
rrrrrrerrreeerreress)

P —
WA irrrrrrrrrrrerrrreses

SO %Y ey,

 —
b rrrrrrrrrrerrerreees)

[ A i rrrrrrrerrrrerers)

DD YD B Y Y,

R rrrrrsrsrsesssseses

SIS rrrrorrrreerrererses)

L]

RAIIIIII I rrrrrerrrereresrees

A rrrrrrrrerrrrrrerree)

S b rrrrrrrerrrrrrerees,

o  I——
]

DD DYDY Y,

UAIIIII I rrrrrrresrereees

] IS b rrrrrrrersrrees

UAIIIIII I b roererrerseerees AAIIIIIIII I srrrrererrereres]

SIS A rrerrrereresree SIS I Y rrrrsrerrererse)

AL rrrrrerrrsesesees

DY %% B Y %,

§%%%%%%%

TR

%%%%%%@%

%

SO %Y e,

%

%5%%%%%»

S b %% G,

Y G Y Y Y e,

S B% %% YY,

S Y Gy,

%%%%%%%%

TY BBl DO GBBBEGYy D DBl T Gy,

S G Y Y B,

%%%%%%

Distancia de Hamming de problemas con n € {50, 100, 200, 500, 750}

variables (filas) para estructuras subyacentes de complejidad 7 € {1,2,4,8} (co-

Figura 5.16

lumnas). Menor distancia de Hamming es mejor.
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5. EVALUACION EXPERIMENTAL

n € {50,100, 200, 500,750} en las filas de una grilla, y para los distintos tamatios
de conectividad creciente 7 € {1,2,4,8} en las distintas columnas. De este modo,
puede verse verticalmente que hay tendencias a empeorar la calidad a medida
que crece n para una misma dificultad de estructuras (7 en la columna). Asimis-
mo, también puede revisarse horizontalmente cémo para un mismo valor de n
ocurren tendencias en la calidad de las estructuras aprendidas, a medida que se
incrementa la dificultad de las estructuras 7. Al igual que los resultados vistos
en la Seccién 5.1, estos resultados muestran que para todos los algoritmos, mien-
tras mas compleja es la estructura subyacente (es decir, mientras crece 7), més
grande es la distancia de Hamming de las estructuras aprendidas respecto de la
solucion. Puede verse también que para cualquier valor fijo de D, la cantidad de
errores de cada algoritmo crece con 7. En la Seccion 5.5 se muestran los resultados
de tiempo de corrida de este experimento, y junto con otros experimentos que
evalian la complejidad temporal de IBMAP-HHC, se demuestra que la comple-
jidad temporal de IBMAP-HHC es altamente competitiva respecto de GSMN y
HHC-MN.

5.4. Evaluacion de calidad estructural en datos

reales

En esta seccidon se muestran resultados experimentales sobre conjuntos de da-
tos del mundo real, tomados desde los repositorios UCI de aprendizaje de maqui-
nas (Asuncion y Newman, 2007) y conjuntos de datos para descubrimiento de
conocimiento (Hettich y Bay, 1999). Debido a que en estos conjuntos de datos
no se conoce la red solucion, no es posible analizar la calidad de las estructuras
aprendidas mediante la distancia de Hamming. Por esto se utiliza accuracy, que es
una medida de calidad que contabiliza el nimero de independencias condicionales
que estan presentes en los datos y que ademas se han codificado correctamente en
una estructura aprendida. Esta medida de calidad ha sido utilizada con este mis-
mo propdsito en otros trabajos relacionados (Bromberg et al., 2009; Margaritis y
Bromberg, 2009; Bromberg y Margaritis, 2009). En contraste con otras medidas
que evalian la densidad de la distribucién de probabilidades completa (e.g. el

Conditional Marginal Log-Likelihood), la accuracy estd mas orientada a evaluar
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5.4 Evaluacién de calidad estructural en datos reales

la calidad cuando el objetivo del aprendizaje es hallar la estructura de indepen-
dencias correcta, ya que la misma evalia especificamente errores estructurales. La
accuracy se define como una medida de calidad normalizada para contabilizar las
independencias que se cumplen en un conjunto de datos de testeo, y que también
se cumplen en la estructura aprendida desde el conjunto de datos de entrena-
miento. Las independencias condicionales se leen desde la estructura aprendida
utilizando separacién de vértices (ver la Seccién 2.1.1).

La accuracy se computa del siguiente modo. Si denotamos T al conjunto que
contiene a todas las posibles preguntas de independencia que se puede hacer sobre
el dominio V, la accuracy contabiliza para cuantas preguntas t € T, se cumple
que t es independiente (o dependiente) tanto en el conjunto de datos de testeo
como en la estructura aprendida desde el conjunto de datos de entrenamiento.
Luego, el nimero de coincidencias se normaliza por |T|. Desafortunadamente,
como el tamano de T es exponencial en el tamano del dominio, la accuracy apro-
ximada se computa sobre un subconjunto T muestreado aleatoriamente, con una

distribuciéon uniforme para cada posible tamano del conjunto condicionante. En

n
2

independencia por cada tamano posible del conjunto condicionante.

nuestros experimentos utilizamos |‘/J\'| = 100 x ( ), es decir, cien preguntas de

El experimento fue llevado a cabo utilizando 19 conjuntos de datos reales,
que estan listados en la columna 1 de la Tabla 5.1. Los conjuntos de datos estan
ordenados por el tamano del dominio (n) en la segunda columna de la tabla.
Para cada conjunto de datos, se realizé una division aleatoria del mismo en un
conjunto de datos de entrenamiento para realizar el aprendizaje de la estructura
(75%), y un conjunto de datos de testeo para realizar el computo de la accuracy
(25%). La tabla también muestra informacién sobre la cantidad de puntos de
datos disponibles en los conjuntos de datos de entrenamiento y de testeo (tercera
y cuarta columna, respectivamente). Para cada conjunto de datos se corrieron
los algoritmos GSMN, HHC-MN y IBMAP-HHC, y se computé la accuracy de la
estructura obtenida para cada algoritmo. En las columnas 5, 6 y 7 de la Tabla 5.1
puede verse en negrita el mejor resultado entre los tres algoritmos.

Como puede verse, en 10 de los 19 conjuntos de datos utilizados, IBMAP-HHC
resulté en una mejor accuracy, en 6 casos se resulté en empate (2 con GSMN;, 1
con HHC-MN; y 3 con ambos), y para los casos restantes, los mejores resultados
fueron obtenidos por HHC-MN (2 casos) y por GSMN (1 caso). Los casos donde
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5. EVALUACION EXPERIMENTAL

Datos de Datos de accuracy

Conjuntos de datos n | entrenamiento testeo GSMN | HHC-MN | IBMAP-HHC
baloons 5 14 5 0.950 0.897 0.950
balance-scale 5 468 156 0.516 0.516 0.516
iris 5 112 37 0.695 0.742 0.736
lenses 5 17 6 0.881 0.875 0.881
hayes-roth 6 98 33 0.516 0.516 0.516
car 7 1295 432 0.629 0.641 0.703
monks-1 7 416 139 0.905 0.905 0.905
nursery 9 9719 3240 0.392 0.415 0.649
ecoli 9 251 84 0.523 0.591 0.694
machine 10 156 52 0.590 0.567 0.679
cmce 10 1104 368 0.759 0.711 0.726
tic-tac-toe 10 718 239 0.671 0.684 0.498
echocardiogram 13 45 15 0.696 0.745 0.745
crx 16 489 163 0.578 0.593 0.609
hepatitis 20 59 20 0.496 0.633 0.796
imports-85 25 144 28 0.368 0.377 0.596
flag 29 145 48 0.446 0.451 0.803
dermatology 35 268 53 0.234 0.265 0.754
bands 38 207 69 0.399 0.408 0.546

Tabla 5.1: Accuracy sobre diversos conjuntos de datos reales. La estructura se
aprende utilizando un subconjunto del 75 % llamado conjunto de entrenamiento,
y la accuracy se computa utilizando el 25 % restante (datos de testeo). Para cada

conjunto de datos, se indica en negrita el mejor resultado.

IBMAP-HHC siempre obtiene mejores calidades que sus competidores son para
aquellos donde n > 16. En estos casos, los datos parecen ser escasos (como puede
apreciarse en la tercera columna). Esto es consistente con los resultados mostrados
para conjuntos de datos sintéticos, donde IBMAP-HHC siempre mejora sobre sus
competidores en los casos donde los datos son escasos, y las mejoras se hacen mas

contundentes a medida que n es mayor.

5.5. Analisis de complejidad temporal sobre da-

tos sintéticos

Esta seccion reporta los resultados de tiempo de corrida del experimento des-
cripto en la Seccién 5.3, a fin de evaluar si el costo computacional de IBMAP-HHC
es competitivo respecto de los competidores elegidos. Adicionalmente, se descri-

be un conjunto de experimentos que muestran que la cantidad de ascensos M
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5.5 Anadlisis de complejidad temporal sobre datos sintéticos

requeridos por la biisqueda local para converger depende tanto de la complejidad
del problema (n y 7), como de la cantidad de datos disponibles (D). En estos
resultados se muestra que el valor de M crece en todos los casos linealmente o sub-
linealmente, demostrando empiricamente que M no es una fuente de complejidad
extra en este tipo de busquedas.
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Figura 5.17: Tiempo de corrida para problemas con n = 50 variables para ta-
marnos crecientes de D € {25, 50, 100, 200, 400, 800, 1600, 3200}, sobre estructuras
subyacentes de complejidad 7 € {1,2,4, 8} (filas).

En una primera instancia los resultados de tiempo de corrida de IBMAP-HHC,
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Figura 5.18: Tiempo de corrida para problemas con n = 100 variables para
tamanos crecientes de D € {25, 50, 100, 200, 400, 800, 1600, 3200}, sobre estructuras
subyacentes de complejidad 7 € {1,2,4, 8} (filas).
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Figura 5.19: Tiempo de corrida para problemas con n = 200 variables para
tamanos crecientes de D € {25, 50, 100, 200, 400, 800, 1600, 3200}, sobre estructuras
subyacentes de complejidad 7 € {1,2,4, 8} (filas).
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Figura 5.20: Tiempo de corrida para problemas con n = 500 variables para
tamanos crecientes de D € {25, 50, 100, 200, 400, 800, 1600, 3200}, sobre estructuras
subyacentes de complejidad 7 € {1,2,4, 8} (filas).
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n=750
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Figura 5.21: Tiempo de corrida para problemas con n = 750 variables para
tamanos crecientes de D € {25, 50, 100, 200, 400, 800, 1600, 3200}, sobre estructuras
subyacentes de complejidad 7 € {1,2,4, 8} (filas).
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Figura 5.22: Tiempo de corrida para problemas con n € {50,100, 200, 500, 750}
variables (filas), con estructuras subyacentes de complejidad 7 € {1,2,4,8} (co-

lumnas).



5.5 Anadlisis de complejidad temporal sobre datos sintéticos

GSMN y HHC-MN del experimento descripto en la Seccién 5.3 se muestran en las
Figuras 5.17, 5.18, 5.19, 5.20 y 5.21, reportados en milisegundos. Para interpretar
mejor dichos resultados, debe tenerse en cuenta que todos estos experimentos se
corrieron en un AMD Athlon(tm), con 3.0 GHz y 4 GB de memoria RAM. En
todas las figuras pueden verse similares patrones de crecimiento del tiempo de
corrida respecto de D y n. Claramente, GSMN es el algoritmo méas caro para la
mayoria de los casos de conectividad baja, es decir, 7 € {1,2}. Esto se debe a que
este algoritmo tiende a agregar una gran cantidad de falsos positivos en la etapa de
crecimiento, y luego en la fase de encogimiento se requiere la ejecucion de tests
que contienen una gran cantidad de variables en el conjunto condicionante, lo
que resulta en una fuente extra de costo computacional. Hay algunos casos donde
IBMAP-HHC resulta la alternativa mas cara, pero las diferencias de tiempo de
corrida no son grandes. Para los casos de 7 € {1,2,4} y D > 400, el algoritmo
que requiere el menor tiempo computacional es HHC-MN. Esto se debe a que el
intercalado de su heuristica de inclusién con su estrategia de eliminacién (ver el
Apéndice C) es realmente efectivo cuando la estructura subyacente tiene un valor
de 7 bajo, y la cantidad de datos disponibles D es lo suficientemente grande como
para ejecutar tests estadisticos de alta confiabilidad. En estas situaciones, HHC-
MN converge hacia su criterio de terminacion muy rapidamente, y esa es la razon
de que sea el que muestra mejores tiempos de corrida en estos casos. Sin embargo,
en los casos de conectividad més alta (7 = 8), el algoritmo HHC-MN incurre en
un costo significativamente mayor a los demas algoritmos. Este hecho se debe al
costo exponencial en que incurre su estrategia de eliminacion, que ejecuta un test
estadistico para cada subconjunto posible del conjunto condicionante actual (en
promedio, de tamano 7).

Para facilitar un analisis a nivel global, La Figura 5.22 comprime todos los
tiempos de corrida de las figuras anteriores. Esta figura organiza los resultados
disponiendo las gréficas para n € {50, 100,200, 500, 750} en las filas de la grilla,
y en las columnas los resultados para 7 € {1,2,4,8}. De este modo, puede verse
verticalmente que hay tendencias a aumentar el tiempo de corrida a medida que
crece n para una misma dificultad de estructuras (7 en la columna). Asimismo,
también puede revisarse horizontalmente como para un mismo valor de n crece el
tiempo de corrida de todos los algoritmos a medida que se incrementa la dificul-

tad de las estructuras 7. Claramente, todos estos algoritmos tienen un costo que
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crece con la complejidad del problema de aprendizaje (es decir, mientras crece n 'y
7). Puede verse también que para cualquier valor fijo de D, el costo computacio-
nal crece con 7 (horizontalmente), o con n (verticalmente). Estos resultados, en
conjunto con los resultados de la Seccién 5.3, permiten mostrar empiricamente
que IBMAP-HHC tiene un costo computacional altamente competitivo respec-
to de los algoritmos del estado del arte, arrojando resultados mucho mejores en
términos de calidad estructural.

Adicionalmente, se corrié un experimento con el algoritmo IBMAP-HHC a fin
de evaluar como crece el valor de M respecto de n, 7 y D. Para estos experimen-
tos, se utilizaron 10 redes de Markov sintéticas para distintos tamanos crecientes
n € {6,12,16,20, 24,30, 50, 75,100, 200, 500, 750} para niveles de conectividad
creciente 7 € {1,2,4,8}. Se corri6 IBMAP-HHC sobre todos estos conjuntos de
datos, almacenando la cantidad de ascensos M requeridos por la busqueda local
para converger al maximo local. La Figura 5.23 muestra un conjunto de graficas
que reporta los valores promedio de M obtenidos sobre 10 conjuntos de datos
de cada n en el eje X. Se muestra una grafica por cada tamano del conjunto de
datos de entrenamiento utilizado D € {25, 50, 100, 200, 400, 800, 1600, 3200}. Los
resultados de este experimento muestran claramente que la cantidad de ascen-
sos requeridos por IBMAP-HHC para converger al 6ptimo crece linealmente o
sub-linealmente con n en todos los casos evaluados. Puede observarse que exis-
ten tendencias crecientes de M, requiriendo siempre mayores ascensos para las
curvas de valores 7 mas grandes, y menores para las curvas de valores de 7 mas
chicos. Especificamente, para los casos de menor densidad de aristas 7 € {1, 2,4}
el crecimiento de M respecto de n crece sub-linealmente, y en los casos de mayor
densidad (7 = 8) M crece linealmente para algunos casos. Puede verse también
que a medida que crece D, para todos los valores de 7 se converge con cantidades
mayores de ascensos M. Este resultado es congruente con los resultados de dis-
tancia de Hamming de las secciones anteriores, donde la calidad mejora mientras
aumenta el tamano del conjunto de datos de entrenamiento D. Adicionalmente,
estas tendencias muestran también que las curvas tienden a ser mas lineales a
medida que se incrementa el valor de D. Si se observan las graficas de los valores
mas pequenos de D, la cantidad de ascensos M tiende a crecer més detenida-
mente con n, y para los valores mas altos de D las tendencias en M crecen mas

linealmente. Estas tendencias tienen sentido, si se tiene en cuenta que utilizar
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D

= 25 puntos de datos no tiene el mismo impacto para un problema de n = 6

variables que para un problema de n = 750 variables. Por otro lado, utilizando

D

m

= 3200 puntos de datos se ve que la cantidad de ascensos crece mas lineal-

ente, pero nunca alcanzando un nivel de crecimiento exponencial. En resumen,

dado que en ninguin caso se ve un patréon de crecimiento exponencial de M, estos

re

sultados demuestran que esta variable no es una fuente de complejidad extra

para el algoritmo IBMAP-HHC.
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Cantidad de ascensos M de IBMAP-HHC (eje Y) pa-
e {6,12,16,20,24, 30,50, 75,100,200, 500,750} varia-

bles (eje X), utilizando conjuntos de datos de tamanos crecientes D €
{25, 50, 100, 200, 400, 800, 1600, 3200}.

A modo adicional, la Figura 5.23 muestra los resultados de un experimento si-

milar para el algoritmo IBMAP-HC, que evalia el IB-score para todos los vecinos
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a distancia 1, en vez de utilizar la funcién heuristica que utiliza IBMAP-HHC.

A diferencia del experimento anterior, en este caso se reportan los resultados pa-

ra un rango mas pequeno de tamanos del dominio n € {6,12, 16, 20, 24, 30, 50}.

Estos resultados demuestran que tras maximizar el IB-score sin utilizar la fun-

cion heuristica, el valor de M crece del mismo modo que utilizando la heuristica,

por lo que también se confirma empiricamente que M tampoco es una fuente de
complejidad extra para IBMAP-HC.
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Figura 5.24: Cantidad de ascensos M de IBMAP-HC (eje Y) para problemas
con n € {6,12,16,20,24,30} variables (eje X), utilizando conjuntos de datos de
tamafios crecientes D € {25, 50, 100, 200,400, 800, 1600, 3200} .
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5.6. Analisis de superficie de la funcion IB-score

En esta seccion se reporta una serie de experimentos realizados a fin de ana-
lizar empiricamente la superficie de la funciéon de IB-score. Con este anélisis se
pretende evaluar la efectividad de los métodos de optimizacién propuestos, en
términos de la maximizacién (més que de la calidad de la estructura aprendida).
Este experimento consiste en mostrar el IB-score de las estructuras que conforman
el espacio de busqueda, a fin de analizar qué tan efectiva es la maximizacién reali-
zada por los algoritmos IBMAP-HHC y IBMAP-GA sobre el espacio de bisqueda
de estructuras. Estos dos algoritmos son las instancias mas representativas del en-
foque, una por su eficiencia y la otra por su potencial de exploracion del espacio
de estructuras.

En una primera instancia, se reportan los resultados para los conjuntos de da-
tos de n = 6 reportados previamente en los experimentos de la Figura 5.1. Esto
permite ademds mostrar la estructura encontrada por IBMAP-BF (fuerza bruta,
la mejor maximizacién posible). Los resultados se muestran en la Figura 5.25,
cuyas graficas disponen las estructuras sobre el eje X, ordenadas segun su dis-
tancia de Hamming hacia la estructura soluciéon del conjunto de datos sintético
utilizado para el experimento. Sobre el eje Y se muestra el IB-score de cada es-
tructura. Dada esta disposicién, para n = 6 los valores del eje X van desde 0 (la
estructura solucién) hasta (g) = 15, que es la maxima cantidad de errores estruc-
turales para este tamano de dominio. Note que los IB-score de las estructuras
aparecen como logaritmos de probabilidades, ya que han sido computados como
se muestra en la Ecuacién (4.4). Con esta disposicion, los puntos que estédn hacia
la izquierda de la gréfica (cercanos a 0 en el eje X) representan las estructuras
que tienen menos errores estructurales, y también son aquellas estructuras que se
espera tengan mayores valores de la funcién IB-score. Asimismo, los puntos que
estan hacia la derecha representan las estructuras con mas errores, que se espera
tengan menores valores de la funcién IB-score. Adicionalmente, se muestra con
un circulo grande la estructura hallada por IBMAP-BF (es decir, maximizacion
por fuerza bruta), y con tridngulos las estructuras que halladas por IBMAP-HHC
y IBMAP-GA, a fin de analizar qué tan cercanas al 6ptimo son las estructuras

encontradas por estos algoritmos. Los casos donde se ve una estrella dentro de un
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5.6 Analisis de superficie de la funciéon IB-score

circulo son aquellos donde los tres algoritmos han encontrado la misma estruc-
tura. En la figura se muestra un conjunto de graficas, ordenadas disponiendo los
resultados para valores crecientes de D € {10, 100,1000} sobre las columnas, y
para los diferentes valores de 7 € {1,2,4} en las filas.

A partir del andlisis de dichas gréficas, se observa cémo la superficie de la
funcién IB-score se va tornando como una curva descendente a medida que se
incremente el valor D, ya que se ve claramente una tendencia desde las graficas
de la izquierda hacia las de la derecha (note los cambios en la escala del eje
Y). Este resultado es esperable, ya que la precisién de los tests estadisticos va
mejorando a medida que se incrementa el tamano del conjunto de entrenamiento
D. Ademas, puede verse claramente que IBMAP-HHC y IBMAP-GA aprenden
la misma estructura que IBMAP-BF en 5 de los 9 casos mostrados, y en los 4
casos restantes ambos algoritmos alcanzan estructuras con valores de IB-score
tan altos como el de IBMAP-BF. Adicionalmente, puede observarse que el error
de la estructura aprendida por IBMAP-HHC, IBMAP-GA y IBMAP-BF se va
acercando a cero (hacia la izquierda), a medida que se incrementa D, lo que es
congruente con los resultados de calidad mostrados en la Seccién 5.1.

Este mismo experimento se corrié también para dominios de mayor tamano
n € {20,50}, ahora omitiendo el resultado de IBMAP-BF, ya que es imposible
realizar busqueda por fuerza bruta en estos espacios de estructuras. Por esta mis-
ma razéon es que sélo se muestra un subconjunto de dicho espacio, muestreado
uniformemente. Este muestreo se realizé generando 5 estructuras para cada posi-
ble cardinalidad de aristas del espacio de estructuras. En las Figuras 5.26 y 5.27
se muestran los resultados para n = 20 y n = 50, respectivamente. Por supues-
to, en estos casos el espacio de estructuras crece exponencialmente con n: para
n = 20, el eje X va desde 0 hasta (20) = 190, y para n = 50, el eje X va desde 0

2
hasta (50) = 1225. Los resultados que se ven en estas graficas permiten obtener

2
las mismas conclusiones que en el experimento de n = 6 variables, por lo que se
omiten resultados para otros tamanos de dominio.

Para concluir esta seccion, es oportuno notar que estos resultados confirman la
efectividad de la estrategia de seleccién de estructuras de IBMAP-HHC y IBMAP-
GA para maximizar la funcién IB-score. Dado que la funciéon de maximizacion
es altamente efectiva, no se considera promisorio extender este trabajo con el

disenio de més algoritmos que instancien el enfoque IBMAP actual con nuevos
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Figura 5.26: Superficie de IB-score para datos sintéticos de n = 20 variables,
con tamanos D € {10,100,1000} en las columnas, y densidades 7 € {1,2,4} en

las filas. El eje X ordena las estructuras por distancia de Hamming respecto de

la estructura correcta. El eje Y muestra el IB-score de todas las estructuras del
espacio de estados. Las estructuras encontradas por IBMAP-HHC y IBMAP-GA

se indican con tridngulos.

100



5.6 Analisis de superficie de la funciéon IB-score

0 4
-10000
-20000
-30000

-50000
-60000

-70000

-10000

-20000

-30000

-50000

-60000

B B B B G % %

B B B B G % %

o

% B B B R %

Hamming distance

D =100

o

B B B B B QY %

o

o

o

% % B B G Y %

Hamming distance

-5000

-15000

-25000

-35000

-45000

-5000

-10000
-15000

-25000

-35000

-45000

-55000

-5000

-15000

-25000

-35000

-45000

D = 1000

° % B B B G % %

™

£y

&
o
%
k]
%
ES
@
LY
®

5
° % B B B G % %

° B B B B G % %

1B-score Y
IBMAPHHC A
IBMAPGA W

N

° % B B B G % %

Hamming distance

Figura 5.27: Superficie de IB-score para datos sintéticos de n = 50 variables,
con tamanos D € {10,100,1000} en las columnas, y densidades 7 € {1,2,4} en

las filas. El eje X ordena las estructuras por distancia de Hamming respecto de

la estructura correcta. El eje Y muestra el IB-score de todas las estructuras del
espacio de estados. Las estructuras encontradas por IBMAP-HHC y IBMAP-GA

se indican con tridangulos.
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métodos de busqueda. Por el contrario, como se discutird en el Capitulo 6, las
lineas de investigacién futura mas promisorias apuntan hacia el desarrollo de

diversos mecanismos para computar Pr(G | D).

5.7. Aplicando IBMAP-HHC a EDAs

En esta seccién, a modo accesorio, se incluyen una serie de resultados obteni-
dos tras evaluar IBMAP-HHC en una aplicacién practica y desafiante: los EDAs,
conocidos en la literatura como FEstimation of Distribution algorithms (Miihlen-
bein y Paaf, 1996; Larranaga y Lozano, 2002). Se trata de una clase particular
de algoritmos evolutivos que lleva a cabo los mismos pasos de seleccion y varia-
cién que los algoritmos genéticos, pero reemplazando las etapas de cruzamiento
y de mutacion por la estimacion y el muestreo de una distribucion de los me-
jores individuos, a fin de generar nuevas poblaciones. En un principio se estima
una distribucién de probabilidades a partir de los mejores individuos de la po-
blacién actual, y la siguiente poblacién es obtenida mediante el muestreo de esta
distribucién. En el paso de la estimacién de la distribucion, los EDAs toman co-
mo conjunto de datos de aprendizaje a la poblacion actual. Para esto, cada gen
estd asociado a una variable aleatoria, cada individuo de la poblacion es una asig-
nacién completa de dichas variables, y por lo tanto, se asume que la poblacion
seleccionada es un muestreo de la distribucién subyacente a la distribucion de
las poblaciones. Por esto, utilizando la estimacion de distribuciones a partir de
los individuos seleccionados como los mejores permite generar poblaciones con
soluciones novedosas, muestreando desde dicha distribucion.

Recientemente, se han propuesto una serie de EDAs que utilizan redes de
Markov para modelar la distribucién de las poblaciones (Santana, 2005; Alden,
2007; Shakya y McCall, 2007; Shakya et al., 2012). Lo interesante de estos tra-
bajos, es que la calidad del aprendizaje de estructuras de redes de Markov afecta
fuertemente en los resultados de la optimizacion de los EDAs, por lo que en esta
seccién se muestra que utilizando IBMAP-HHC dentro de un EDA, se puede me-
jorar considerablemente la convergencia. Se trata de un caso de prueba complejo,
ya que en los EDAs se realiza aprendizaje de estructuras en cada una de las ge-
neraciones de una optimizacion iterativa, y las poblaciones se generan mediante

el muestro de la distribucién aprendida. Por esto, la hipdtesis a probar en esta
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seccion es que mientras mas correcta es la estructura aprendida, més efectivo
resulta el muestreo de generaciones, y mas efectiva es la optimizacion.

Para este experimento, se consideré el algoritmo MOA (Markovianity Opti-
mization Algorithm) (Shakya et al., 2012). Se trata de un EDA basado en re-
des de Markov que actualmente es estado del arte. MOA funciona utilizando un
algoritmo de aprendizaje de estructuras muy trivial, basado en el computo de
informacién mutua (IM). Este algoritmo no es parte del estado del arte de apren-
dizaje de estructuras, ya que se trata de un médulo de aprendizaje de estructuras
de redes de Markov disenado especificamente para el algoritmo MOA. El mues-
tro en MOA se lleva a cabo mediante una variacién del muestreador de Gibbs
que requiere sélo la estructura del modelo, evitando la necesidad de aprender
los pardmetros numéricos. La implementacién de IM en MOA toma ventaja del
conocimiento de expertos, requiriendo como parametro el maximo nimero de va-
riables vecinas que puede tener una variable, es decir, el mismo concepto llamado
7 en los experimentos anteriores de este capitulo. Una desventaja de utilizar este
parametro es que la calidad del algoritmo IM resulta muy sensible a los cambios
del valor utilizado de 7. Por el contrario, el algoritmo IBMAP-HHC no requiere el
uso de dicho parametro. En los experimentos que mostraremos a continuacién, se
utiliza para IM el valor éptimo de 7, resultando en su mejor rendimiento posible.

Los experimentos llevados a cabo comparan IBMAP-HHC como un algoritmo
de aprendizaje de estructuras alternativo dentro de MOA, denotando MOA’ a
esta version y MOA a la version original que utiliza IM. La tesis es que un mejor
algoritmo de aprendizaje mejora la convergencia de MOA, es decir, se obtiene el
6ptimo computando mucho menos evaluaciones de la funcion de fitness. Ambas
versiones fueron testeadas en dos funciones de referencia ampliamente utilizadas
en la literatura de EDA’s: Royal Road y OneMazx. Las dos funciones son tareas
de optimizacion de cadenas de bits, cuyo detalle puede encontrarse en Mitchell
(1998). La razén de utilizar dichas funciones es que éstas son ampliamente utiliza-
das en el area de algoritmos evolutivos, ya que son dificiles de optimizar, porque
la forma del espacio de busqueda es muy plana durante largas areas, y luego son
discontinuas en los 6ptimos. En el contexto de los algoritmos evolutivos, dichas
funciones modelan cada cadena de bits como un cromosoma, y cada bit como un
gen. En el problema Royal Road, las variables son agrupadas en grupos de v. El

objetivo es maximizar el nimero de 1s en la cadena, pero la funcién de fitness
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s6lo suma 7 cuando todo el grupo de variables posee el valor 1s, sino suma 0.
Por ejemplo, en el caso de que v = 4, un individuo 111110011111 se separa en
los grupos [1111] [1001] [1111], y s6lo el primer y el tercer grupo suman 4 al
fitness, que para el ejemplo es 8. La estructura de independencias subyacente a
esta distribucién contiene cliques de tamano v, uno por grupo. En nuestros ex-
perimentos utilizamos v =1 y 7 = 4. El primer caso es conocido en la literatura
como el problema OneMaz. Para el individuo de ejemplo, el fitness de OneMax
es 10. Claramente, el individuo éptimo que se desea obtener en ambos problemas
es 111111111111, con fitness igual a 12.

En nuestros experimentos, MOA se itera para 1000 generaciones o hasta que
el 6ptimo de la funcion objetivo sea obtenido, lo que ocurra primero. Para varias
corridas que difieren en la poblacién inicial aleatoria, se mide el porcentaje de
éxito como la fraccion de veces que el 6ptimo ha sido hallado. Una medida de
rendimiento comunmente utilizada en EDAs es el tamano critico de poblacion
D*; que es el tamano minimo de poblacion para el cual el porcentaje de éxito de
la optimizacién es el 100 %. Menores valores de D* tienen un doble beneficio en
el costo computacional de la optimizacién: (i) menos evaluaciones de la funcién
de fitness para obtener el ptimo, y (ii) la estimacién de distribuciones es mas
rapida. Por esto, se reporta D*, y el nimero de evaluaciones del fitness requerido
para este tamano de poblacién, denotado f*. Mientras menores valores de D* y
f* se requieran, mas efectivo y robusto es el algoritmo. Para medir D* en Royal
Road y OneMax, corrimos MOA y MOA’ 10 veces para un nimero creciente
de poblaciones D € {50,100, 200, 400, 800, 1600, 3200}. Luego, para el valor D*
medido, se reporta el promedio y la desviacion estandar de f* en cada una de
las corridas. En todos los experimentos, se selecciona la poblacién en un 50 %
y un elitismo del 50 %; valores comtunmente utilizados para evitar pérdida de
diversidad en las poblaciones. En MOA, el parametro 7 se puso en 3 y 1 para los
problemas Royal Road y OneMax, respectivamente.

En la Tabla 5.2 se presentan los resultados para el problema OneMax, y
en la Tabla 5.3 para el problema Royal Road. Para ambos algoritmos MOA y
MOA’, cada tabla reporta los valores de D* y también el promedio y desviacion
estandar de f*, para tamanos crecientes del problema n € {15,30,60,90,120}
para OneMax, y n € {16,32,64,92,120} para Royal Road (los tamanos en este

caso deben ser multiplos de v = 4). Menores valores de D* y f* son mejores.

104



5.7 Aplicando IBMAP-HHC a EDAs

OneMax

MOA MOA’

n D* £ D* £

15 50 267.50 (35.45) 50 | 202.50 (14.19)

30 || 200 1170.00 (94.87) 100 | 475.00 (42.49)

60 || 800 | 5200.00 (98.46) || 200 | 1050.00 (52.70)
90 || 800 | 5560.00 (126.49) || 400 | 2220.00 (63.25)
120 || 1600 | 11200.00 (871.53) || 800 | 4400.00 (312.33)

Tabla 5.2: Resultados para MOA y MOA’ (que usa IBMAP-HHC) para OneMax,
para problemas de tamano creciente (filas) en términos de tamano critico de po-
blaciéon D*, y el promedio y desviacion estandar sobre 10 repeticiones del niimero
de evaluaciones de la funcién de fitness f* requerido para obtener el 6ptimo global.

Menores valores de D* y f* son mejores.

Royal Road

MOA MOA’

n D* £ D* Iz
16 100 545.00 (59.86) 50 337.50 (176.09)
32 || 400 | 3800.00 (210.82) 400 | 2140.00 (134.99
64 || 800 | 9120.00 (252.98) 800 | 4440.00 (126.49
92 || 1600 | 18400.00 (533.33) || 800 | 5080.00 (500.67
120 {| 1600 | 31120.00 (822.31) || 1600 | 9840.00 (386.44

— ~— ~— ~—

Tabla 5.3: Resultados para MOA y MOA’ (que usa IBMAP-HHC) para Royal
Road, para problemas de tamario creciente (filas) en términos de tamano critico de
poblacion D*, y el promedio y desviacion estandar sobre 10 repeticiones del niimero
de evaluaciones de la funcién de fitness f* requerido para obtener el éptimo global.

Menores valores de D* y f* son mejores.
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En ambas tablas, los resultados muestran que MOA’ siempre arroja valores
menores o iguales de D* que MOA, y también se puede ver que MOA’ siempre
mejora los valores de f* de MOA. Para el problema Royal Road, la mejora mas
contundente se ve para el caso de n = 92 donde MOA’ requiere un 75 % menos de
evaluaciones del fitness f* y D* es justo la mitad. Para el problema OneMax, la
mejora mas contundente se observa para el caso de n = 60, donde MOA’ requiere
un 80% menos de evaluaciones del fitness f* y D* es reducido a un cuarto.
Una interpretacion de dichos resultados es que IBMAP-HHC estima mejor la
distribucion en cada generacion. En un experimento sobre los datos sintéticos
de los experimentos anteriores, se ha confirmado que las estructuras aprendidas
por MI tienen distancias de Hamming mucho peores que las de IBMAP-HHC en
todos los casos. No tiene sentido reproducir dichos resultados aqui, ya que esto

puede verse claramente en los resultados de MOA y MOA’.

5.8. Resumen

En este capitulo se presenta una validacion empirica del enfoque IBMAP. Di-
cha experimentaciéon muestra que los algoritmos que instancian este enfoque son
mas robustos en términos de calidad que los algoritmos del estado del arte. Tam-
bién se muestra que el algoritmo IBMAP-HHC es la instancia mas competitiva en
términos de calidad y eficiencia. La evaluacion experimental se realizé mayormen-
te sobre datos sintéticos, lo que permitié realizar un andlisis sobre el desempeno
de los diversos algoritmos de aprendizaje en distintas situaciones de complejidad
y de disponibilidad de datos.

Primeramente, se muestra en la Seccién 5.1 que IBMAP-BF obtiene las mejo-
res calidades estructurales entre todos los algoritmos en instancian el enfoque. Sin
embargo, esta técnica no es escalable a dominios de mas de 6 variables binarias.
Adicionalmente, dichos resultados también permitieron demostrar que las deméas
instanciaciones de IBMAP presentan calidades comparables a la busqueda por
fuerza bruta. Posteriormente, en la Seccién 5.2 los resultados con el algoritmo
IBMAP-GA demuestran que dicho enfoque realiza una optimizaciéon altamen-
te efectiva, y que en muchos casos se mejoran las calidades obtenidas mediante
busquedas locales. Sin embargo, el costo de dicha técnica no es viable para domi-

nios de gran dimensionalidad, sumado al hecho de que se debe correr el algoritmo
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sobre una gran variedad de parametros diferentes. No obstante, tanto esta técnica
como las utilizadas por IBMAP-HC, IBMAP-HC-RR e IBMAP-HHC-RR pueden
resultar utiles en situaciones donde se desea invertir tiempo de computo a fin de
obtener modelos de alta calidad. En el resto de la experimentacién se muestra que
IBMAP-HHC es la instancia més eficaz, mejorando contundentemente la calidad
de los modelos aprendidos a medida que crece la dimensionalidad del problema,
a un costo competitivo respecto de los algoritmos del estado del arte. En la Sec-
cion 5.3 se muestran experimentos para dominios de hasta n = 750 variables
binarias, donde la calidad estructural es mejorada contundentemente respecto de
los algoritmos competidores seleccionados. En la Seccién 5.5 se analizan los tiem-
pos de corrida y la eficiencia de IBMAP-HHC, demostrando la competitividad de
dicho algoritmo en términos de complejidad computacional. En la Seccién 5.6 se
demuestra la eficacia de IBMAP-HHC y IBMAP-GA para maximizar la funcion
IB-score, concluyendo en que las lineas de investigacion futura més promisorias
apuntan hacia el desarrollo de diversos mecanismos para computar Pr(G | D),
en vez de continuar con el diseno de mecanismos alternativos para optimizar el
IB-score. Por ultimo, en la Secciéon 5.4 se reportan resultados de IBMAP-HHC
altamente competitivos sobre datos reales, y en la Seccién 5.7 se muestra que su

aplicacion en los algoritmos EDAs mejora contundentemente su convergencia.
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Capitulo

Resumen y conclusiones

En este trabajo se presenta el enfoque IBMAP para el aprendizaje de estruc-
turas de redes de Markov. Este enfoque propone la maximizaciéon de una funcién
de puntaje sobre el espacio de las posibles estructuras de independencia. Dicha
funcién de puntaje es llamada IB-score, una aproximacion de la probabilidad a
posteriori de una estructura dados los datos Pr(G|D). El IB-score se computa
haciendo una conjuncién de las estadisticas calculadas por un conjunto de tests
que determinan las independencias de cada estructura. Este enfoque fue disenado
con el fin de mejorar la calidad de los algoritmos basados en independencia, evi-
tando el efecto cascada producido por confiar ciegamente en los resultados de los
tests estadisticos. Adicionalmente, se propone el uso del conjunto de cierre ba-
sado en mantas de Markov, como un mecanismo logico que permite el computo
del IB-score eficientemente, utilizando un numero de tests estadisticos cuadrati-
co en la cantidad de variables del dominio, y que permite computar IB-score
incrementalmente desde estructuras vecinas.

A modo de instanciacién del enfoque se presentan diversos algoritmos, que rea-
lizan la maximizacién con distintos métodos de optimizacion. La mejor instancia-
cion de este enfoque en términos de calidad estructural y costo computacional es
el algoritmo IBMAP-HHC, que maximiza el IB-score con una busqueda heuristi-
ca de ascensiéon de colinas. Asimismo, IBMAP-HHC-RR permite reiniciar dicha
busqueda un ndmero arbitrario de veces, partiendo desde estructuras iniciales
aleatorias. Otros de los métodos presentados, como IBMAP-HC, IBMAP-HC-
RR, e IBMAP-GA, permiten flexibilizar la busqueda de modo que sea posible
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invertir tiempo de cémputo en realizar una exploraciéon més profunda en el es-
pacio de estructuras. Esto permite utilizar el enfoque en casos donde se requiere
encontrar un modelo de alta calidad (e.g., descubrimiento de conocimiento).

El enfoque se valida mediante una evaluacién experimental realizada mayor-
mente sobre datos sintéticos aleatorios, de complejidad controlada. Primeramente
se muestra que los algoritmos que instancian IBMAP mejoran las calidades es-
tructurales de los competidores del estado del arte basados en independencia. Se
reportan resultados para el algoritmo IBMAP-BF (que maximiza el IB-score con
fuerza bruta), obteniendo las mejores calidades estructurales, y también se re-
portan resultados para las demas instanciaciones, demostrando que las calidades
obtenidas por métodos mas eficientes son comparables. Se muestra ademés una
experimentacion completa sobre la parametrizacion del algoritmo IBMAP-GA,
validando que dicho enfoque mejora en muchos casos a los métodos de busqueda
local. Luego, se muestran experimentos sobre dominios de mayor tamano, mos-
trando que IBMAP-HHC permite mejorar la calidad en problemas de gran di-
mensionalidad y complejidad, a un costo computacional competitivo respecto del
costo de los competidores. Ademas, se reportan los resultados de un experimento
que demuestra la capacidad de maximizacién de los algoritmos IBMAP-HHC e
IBMAP-GA. De este modo se demuestra empiricamente que los métodos pro-
puestos para realizar la maximizacion del IB-score son altamente efectivos en la
maximizacion. Adicionalmente, se reportan resultados que demuestran la efica-
cia de utilizar IBMAP-HHC en datos del mundo real, y en una aplicaciéon de

aprendizaje de estructuras para algoritmos evolutivos.

6.1. Investigacion complementaria realizada

Durante el desarrollo de esta tesis se ha llevado a cabo una serie de tra-
bajos de investigaciéon complementaria, realizada con otros colegas. Todas estas
investigaciones estan relacionadas al area de aprendizaje de redes de Markov. A

continuacion se describen brevemente dichos trabajos y los resultados obtenidos.
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6.1.1. Algoritmo GSS

En una primera instancia de esta investigacion se desarroll6 el algoritmo GSS,
un algoritmo basado en adaptar el algoritmo GS (Margaritis y Thrun, 2000)
para mejorar el aprendizaje de la manta de Markov de cada variable. Mientras
que GS confia totalmente en los resultados de los tests estadisticos, GSS decide
utilizando una primer versién del IB-score que en vez de computar la posterior de
estructuras, computa la posterior de la manta de Markov de una variable. GSS
funciona a través de un proceso de optimizacién sobre todos los ordenamientos
posibles de las variables, y todas las posibles respuestas de independencia de los
tests ejecutados. Luego, se busca la configuracién que maximiza dicha medida de
calidad, segun el ordenamiento.

En este trabajo se realiz6 una comparacion experimental basada en datos
sintéticos, donde se obtuvieron mejoras de hasta un 10 % en la calidad estruc-
tural, respecto de GS. Esta investigacién dio el puntapié inicial hacia el diseno
del enfoque IBMAP presentado en este trabajo. Este trabajo fue publicado en
Bromberg y Schliiter (2009).

6.1.2. Acelerando la ejecucién masiva de tests

Otra investigacion relacionada se realizo luego de desarrollar los algoritmos
IBMAP-BF, IBMAP-HC e IBMAP-HC-RR, a fin de disminuir su complejidad
temporal. Estos algoritmos tenfan un alto costo computacional, pero sus ventajas
en términos de calidad eran claras. Por esto, con el fin de obtener instanciaciones
mas practicas, se realizé una investigacion basada en una idea sobre como ace-
lerar la ejecucién masiva de un gran numero de tests estadisticos. Este trabajo
fue publicado en Schliiter et al. (2009), presentando una estructura de datos para
construir tablas de contingencia para un test de independencia, reutilizando ta-
blas de contingencia de otros tests ejecutados previamente. Esto tiene un fuerte
impacto cuando se ejecutan muchos tests de independencia, ya que la construc-
cion de las tablas de contingencia es el paso més costoso dentro de la ejecucion
de un test de independencia.

Si bien este método demostrd tener un alto potencial para acelerar la ejecucién
de los algoritmos basados en el enfoque IBMAP, la necesidad de explorar el espacio

de estructuras mucho més eficientemente desvio el curso de la investigacién hacia
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la busqueda de heuristicas para elegir estructuras locales vecinas mucho mas
eficientemente. Ademas, luego del desarrollo de la idea se investigd una estructura
de datos de gran envergadura y desarrollada con el mismo propdsito, llamada AD-
tree (Moore y Lee, 1998). En la Seccién 6.2 se propone una linea de trabajo a
futuro para extender el estado actual de esta investigacion, que esta basada en el

uso de esta estructura de datos.

6.1.3. Mejorando estrategias para algoritmos LGL

Otra investigacién complementaria realizada durante el desarrollo de la pre-
sente tesis consistié en buscar estrategias alternativas para mejorar el paso de
construcciéon global de la estructura en los algoritmos que utilizan la estrategia
LGL (ver el Algoritmo 1). La idea de mejora consistié en atacar el hecho de que
estos algoritmos generan inconsistencias cuando una de las variables pertenece a
la manta de Markov de otra, pero esta otra no pertenece a su manta de Markov.
Esto es un claro indicio de error en alguno de los dos aprendizajes de la manta
de Markov. Por esto, como un competidor obvio se propuso evaluar la eficacia de
utilizar como estrategia alternativa una regla “AND”, en contraste con la regla
“OR” utilizada tradicionalmente. Es decir, la regla “AND” propone agregar una
arista entre dos variables en la estructura solucion cuando ambas se corresponden
a sus respectivas mantas de Markov. Adicionalmente, en este trabajo se propone
una estrategia llamada la regla “EP” (edges probability), que se basa en compu-
tar la probabilidad de existencia o ausencia de una arista. Dichas probabilidades
son computadas a través de tests de independencia.

En este trabajo se reportan los resultados de una experimentacion en datos
sintéticos, mostrando que este tipo de errores son causantes de una gran parte
de los errores cometidos por los algoritmos que utilizan la estrategia LGL, y
mostrando también que utilizar las reglas “AND” y “EP” presentan mejoras
interesantes en la calidad estructural, resultando en algunos casos en reducciones
de hasta el 50 % de aristas aprendidas incorrectamente. Este trabajo fue publicado
en Schliiter et al. (2011).
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6.1.4. Distribuciones con independencias especificas del

contexto

Una linea de investigaciéon complementaria en la que se trabajé paralelamente
y se ha avanzado con resultados interesantes consiste en utilizar algoritmos basa-
dos en independencia para aprender distribuciones que no se pueden representar
con un simple grafo no dirigido. Estas distribuciones contienen independencias
especificas del contexto (Boutilier et al., 1996), que son independencias condicio-
nales que en vez de cumplirse sobre todas las asignaciones del conjunto condicio-
nante, sélo se cumplen sobre un contexto especifico del conjunto condicionante.
Lo interesante de esta investigacién es que cuando la distribucién presenta di-
chos patrones de independencia, los algoritmos que aprenden un grafo no dirigido
tienden a aprender estructuras muy densas que terminan obscureciendo las inde-
pendencias de la distribucion, y que ademas resultan ser mucho menos compactas.
Por esto se trabajo en el desarrollo de un enfoque que propone una representacion
alternativa de la estructura llamada modelos candnicos, y un algoritmo basado
en independencias que aprende este tipo de modelos. Se realizé una evaluacion
empirica extensiva, demostrando que este método puede aprender estructuras de
muy buen poder predictivo, comparando con algoritmos basados en independen-
cia, y también con algoritmos basados en puntaje. Los resultados de este trabajo
fueron publicados en Edera et al. (2013), obteniendo un premio a mejor paper de

estudiantes.

6.2. Trabajo futuro

Durante el desarrollo del presente trabajo se han reconocido varias lineas de
investigacion que podrian realizarse a futuro. Las mds importantes se revisan en

las siguientes sub-secciones.

6.2.1. Relajacion de IB-score

Para comenzar, la linea mas importante por donde extender esta investiga-
cion es relajar la suposicion de independencia entre todas las aserciones del cierre

que se lleva a cabo explicitamente en la Ecuacién (4.4). Dados los resultados ex-
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perimentales presentados en este trabajo, la conclusion respecto de esto es que
efectivamente dichas aserciones son independientes entre si cuando el conjunto de
datos es suficientemente grande. En contraste, cuando existe escasez de datos, las
aserciones de independencia del conjunto de cierre no son independientes entre
si, ya que sélo los datos no son suficientes para elicitar dichas independencias.
Claramente, algunas relaciones logicas y axiomaticas entre dichas aserciones de
independencia pueden contribuir a computar el IB-score mas eficazmente, rela-
jando dicha suposicion.

Siguiendo estas ideas, se intentd disenar métodos para computar las proba-
bilidades mostradas en la Ecuacién (4.3), es decir, la probabilidad de aserciones
de independencia condicionadas en otras aserciones de independencia y los datos
Pr(ciey, ..., ci1, D). Para esto, se estudié el test Bayesiano en detalle (ver el
Apéndice A), y se disend un test Bayesiano compuesto que recibe dos preguntas
de independencia que se sabe a priori que estan co-relacionadas. Luego se realiza-
ron pruebas para determinar como el valor de uno de los tests sirve para ajustar
los parametros de informacion a priori del otro test que estd co-relacionado. En
estas pruebas se detectd que de este modo se puede mejorar la precisién de los
tests de independencia obteniendo estadisticas mas correctas cuando se modifica
la probabilidad a priori de un test segtin los resultados de un test co-relacionado.

Dados estos resultados positivos, se corrieron experimentos utilizando una
version del IB-score relajado, donde se relacionan las aserciones del conjunto de
cierre que implican a las mismas variables, es decir, las aserciones (X J_LY|1\/IBX )
y (YILX|MBY). Esto se debe a que dentro del conjunto de cierre basado en
mantas de Markov existen este tipo de correlaciones, ya que cuando una aser-
cién (X 1LY |MBY) arroja altas probabilidades de independencia, la otra aser-
cién (Y 1LX|MBY) también debiera arrojar altas probabilidades de independen-
cia (igualmente en casos de arista, con relaciones de dependencia). Se corrieron
una serie de experimentos similares a los mostrados en el Capitulo 5 para evaluar
la calidad de las estructuras obtenidas tras maximizar por fuerza bruta el IB-score
utilizando esta relajacién. Como resultado, se obtuvieron mejoras despreciables
en la calidad estructural. Es decir, esta relajacion del IB-score no produjo mejoras
significativas.

Para corroborar la naturaleza de los resultados obtenidos, también se corrie-

ron experimentos similares a los mostrados en la Secciéon 5.6 para visualizar la
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forma del espacio de estructuras de IB-score, y realizar una comparacién entre la
version de IB-score que asume independientes a todas las aserciones del cierre,
y esta versiéon nueva que relaja dicha suposicion. En estos experimentos se pudo
observar que la forma del IB-score en el espacio de estructuras son muy similares
en ambos casos, lo que resulta congruente con el hecho de que esta relajacion
de la aproximacion en el IB-score no tenga mayor impacto en la calidad de las
estructuras aprendidas.

No obstante, esta linea de investigacién en pos de mejorar la funcién IB-score
parece ser la via mas promisoria para mejorar el alcance de IBMAP. Actualmente,
las lineas por donde atacar este problema apuntan a desarrollar analiticamente las
formulas desarrolladas en el Apéndice A, a fin de computar la probabilidad a pos-
teriori del modelo de independencia y del modelo de dependencia, condicionando
en los datos y en otras aserciones de independencia computadas previamente.
Para esto habria que trabajar en encontrar una forma analitica de computar
la Ecuaciéon (A.1), la Ecuacién (A.2) y la Ecuacién (A.4) pero condicionando en
otras aserciones de dependencia. Actualmente, este trabajo analitico se encuentra
en desarrollo.

Adicionalmente, seria propicio diseniar un analisis de convexidad y rugosidad
de las diferentes instancias del IB-score disenadas, a fin de corroborar mas es-
pecificamente como es que esta medida de calidad crece o decrece a medida que
se agregan aristas correctas o incorrectas a una estructura dada. Ademads, seria
propicio contemplar diversas formas del vecindario entre estructuras. En el pre-
sente trabajo se utiliza una concepcion natural de la vecindad entre grafos no
dirigidos, que consta de relacionar todas las estructuras que difieren en una aris-
ta. Otras formas de considerar vecindad entre estructuras podria considerar a las
estructuras que difieren en k aristas. Asi podria estudiarse cémo varian las con-
vexidades y rugosidades del IB-score respecto de k, a fin de encontrar una forma

del IB-score que resulte méas bondadosa en términos de su maximizacion.

6.2.2. Diseno de conjuntos de cierre alternativos

Otro punto de diseno importante en el enfoque IBMAP es el conjunto de cie-
rre de las estructuras. En un principio, el enfoque se disené de manera que se

pueda instanciar con diversos cierres, he ahi la presentacién de la Definicion 4 en
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el Capitulo 4, donde se presenta el enfoque en términos de un cierre abstracto.
Luego, en la Seccién 4.2 se presenta el conjunto de cierre basado en mantas de
Markov, como una manera de instanciar el IB-score. Este cierre se realizé con
la intencion de explotar las independencias locales a cada una de las variables,
aprovechando que una estructura de n variables puede descomponerse en n man-
tas de Markov. El resultado fue un conjunto de cierre que requiere de n x (n —1)
aserciones de independencia para determinar la estructura, y que ademas permite
el cémputo incremental del IB-score entre estructuras vecinas. Este fue uno de los
factores mas importantes para que la complejidad temporal de IBMAP-HHC sea
competitiva respecto de los algoritmos del estado del arte. Claramente, una via
de exploracion para extender el enfoque IBMAP consta de disenar otros cierres
diferentes al basado en mantas de Markov. Para esto, seria interesante estudiar
cémo es que cada configuracion posible del cierre determina la forma de la funcion
[B-score sobre el espacio de estructuras (e.g., estudiar cambios de convexidad y
rugosidad). De hecho, esta forma del IB-score también se veria afectada por las
diferentes maneras de asumir las vecindades en el espacio de estructuras.

Hasta la actualidad, se disenaron algunas ideas para mejorar el conjunto de
cierre basado en mantas de Markov, como por ejemplo, reducir la cantidad de
aserciones de independencia del cierre utilizando Unicamente una aserciéon por
cada par de variables (X,Y). Una idea fue elegir entre las aserciones del tipo
(X LY |MBY) y (Y 1LX|MBY) la asercién que posea menos variables en el con-
dicionante, ya que ésta tiene menos complejidad muestreal. Los resultados de la
experimentacion sobre esta idea mostraron que de este modo IB-score poseia una
superficie sobre el espacio de estructuras mas inestable, perdiendo calidad con-
siderablemente. Sin embargo, esta via de exploracion no ha sido concluida, y es
propicio estudiar y analizar formas alternativas de determinar una estructura con

aserciones de independencia.

6.2.3. Diseno de métodos de busqueda alternativos

En el presente trabajo se describen una serie de instanciaciones del enfoque,
variando segun el algoritmo de optimizacién utilizado. Ademas de la busque-
da por fuerza bruta, se presentan algunas maneras de instanciar el enfoque con

busquedas locales, algoritmos genéticos y busqueda heuristica. En el Capitulo 5
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se presentan resultados que muestran que las diferentes busquedas presentan ca-
lidades estructurales similares a la busqueda por fuerza bruta. Adicionalmente,
se demuestra empiricamente que estas busquedas son realmente efectivas en la
maximizacion. Dado el alcance de este trabajo, los resultados muestran que las
instanciaciones descriptas son mas que suficientes para mejorar el estado del ar-
te actual en términos de calidad estructural. Sin embargo, en caso de obtener
nuevas instanciaciones del IB-score y del cierre a utilizar (como proponen los
apartados anteriores), el desarrollo de nuevo métodos de busqueda en el espa-
cio de estructuras podria ser vital para contribuir en el drea. Algunos métodos
de busqueda que podrian implementarse rapidamente son: bisqueda por temple

simulado, algoritmos meméticos, EDAs, entre otros.

6.2.4. Aplicacion de AD-tree para aceleracion de enfoque
IBMAP

Por tdltimo, seria interesante estudiar la utilizacion de la estructura de datos
AD-tree para acelerar el computo de IB-score en las distintas busquedas sobre
el espacio de estructuras. A primera vista, la estructura AD-tree estatica (Moo-
re y Lee, 1998) presenta una serie de estrategias para acelerar drasticamente la
construccién de tablas de contingencia. Esto tendria un gran impacto sobre la
complejidad temporal de los algoritmos del enfoque IBMAP. El problema que
posee esta estructura de datos es que su complejidad espacial crece exponencial-
mente con el tamano del dominio, y resulta practicamente imposible de alma-
cenar para dominios de gran tamano, como los utilizados en la experimentacion
del Capitulo 5. Ademas, en muchos casos el tamano del dominio es tan grande
que el uso de esta estructura de datos es contraproducente, ya que el costo de
construir la caché supera al costo de no utilizarla. Sin embargo, posteriormente
se present6 una estructura que incorpora algunas mejoras sobre AD-tree, llamada
dynamic AD-tree (Komarek y Moore, 2000), utilizando un enfoque perezoso para
cargar en memoria solamente las partes de la estructura que son consultadas.
Esta estructura escala mejor que el AD-tree estdtico en el nimero de atributos.
En este respecto, seria interesante estudiar a fondo cémo aplicar esta estructura
de datos en algoritmos basados en independencia, y analizar el impacto de su uso

en la eficiencia. En particular, estudiar cémo el uso de esta estructura de datos
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puede acelerar la ejecucion de los algoritmos que utilizan el enfoque IBMAP.

6.2.5. Comentarios finales

En caso de que esta investigacién crezca segun las lineas sugeridas en los
apartados anteriores, seria conveniente abstraer el diseno del enfoque de modo
que soporte la instanciacién de diversas formas del IB-score, nuevos conjuntos de
cierre, nuevos espacios de estructuras, nuevos métodos de busqueda, y cualquier
combinacion de estas piezas.

Por ultimo, si se cambia el alcance del enfoque actual, se desprenden varias
lineas de investigacion interesantes. Por ejemplo, podria extenderse el alcance de
IBMAP hacia el aprendizaje de redes de Markov completas. En esta linea de inves-
tigacion debiera involucrarse el aprendizaje paramétrico de la estructura, quizas
como parte de la busqueda. Ademas, al cambiar la representacion del modelo
aprendido, la calidad de los modelos se evaluaria en término de otras medidas,
como la eficacia de inferencia, la KL-divergence de la distribucién aprendida,
el Conditional marginal pseudo-likelihood, entre otros. También seria necesario
comparar la calidad respecto de algoritmos basados en puntaje, como los descrip-
tos en la Seccion 2.2.3.1. Similarmente, se podria extender el alcance de IBMAP
para aprendizaje de redes de Bayes, o para aprendizaje de otros modelos proba-

bilisticos.
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Apéndice

Test Bayesiano de independencia

condicional

En este apéndice se describe en detalle el test estadistico Bayesiano de inde-
pendencia condicional (Margaritis, 2005). Este test de independencia es impor-
tante para el enfoque IBMAP, ya que es el inico que computa las probabilidades
a posteriori de independencia o de dependencia condicional. Especificamente, se
explica el funcionamiento interno de dicho test en detalle, cémo se computan sus
estadisticos, y se provee de un pseudo-codigo detallando cémo implementar el
mismo.

El test Bayesiano permite la consulta de independencia condicional entre dos
variables aleatorias X e Y, dado un conjunto condicionante Z, en un conjunto de
datos D con M puntos de datos. Cominmente, D estd estructurado en un formato
tabular, con una columna por cada una de las variables aleatorias del dominio
V, vy una fila por cada punto de datos (asignaciones completas del dominio).
El test funciona realizando una comparacion de la probabilidad a posteriori de
dos modelos estadisticos: el modelo independiente M¢, vy el modelo dependiente
M_cr.

La probabilidad a posteriori del modelo independiente P(M¢; | D) se computa
en el conjunto de datos D utilizando la siguiente féormula:

1 — P(Mcy) . P(D | MﬁCI))
P(Mc¢y) P(D | Mcy) )’

P(Mcr | D) =1/ (1 + (A.1)

donde P(Mc¢y) denota la probabilidad a priori del modelo independiente, P(D |
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Mcr) es la verosimilitud de los datos dado que el modelo es independiente, y
P(D | M_¢r) es la verosimilitud de los datos dado que el modelo es dependiente.
La probabilidad a posteriori del modelo dependiente es su complemento a 1, es
decir: P(M_-cr | D) =1— P(M¢y | D).

Para computar la férmula de la Ecuacién (A.1), se requiere computar las vero-
similitudes P(D | M¢r) y P(D | M_¢r), correspondientes a los modelos indepen-
diente y dependiente, respectivamente. La verosimilitud del modelo independiente
sobre la distribucién conjunta de (X,Y’) se computa mediante el producto de la
verosimilitud en cada una de las “slices” de Z (es decir, cada posible asignacién
completa de las variables en Z), ya que se asume que los datos son disjuntos e
independientes para cada slice. Denotando K al nimero de slices, la verosimilitud

del modelo independiente se computa del siguiente modo:
K K
P(D | Mor) = [ P(D* | ME;) =[] 9» (A.2)
k=1 k=1

donde D* es un subconjunto de D correspondiente a la slice k, y g5 se computa

como sigue:

B A (a) T(a; + ¢;) I'(8)
gr = P(D" | Mgy) = (F(a+ M) H I'(ai) ) (F<6+M)

LT (3))
(A.3)

La forma de esta ecuacién corresponde al uso de dos priors Dirichlet indepen-

=1 J

. r<ﬁj+cj>>_

dientes. La eleccién del uso de una prior Dirichlet se debe a razones de efectividad
computacional. Los valores o y 8 son hiper-parametros, y ¢;, ¢; son las cantidades
de ocurrencias de las variables X e Y en D¥. Los hiper-pardmetros o y 3 se ob-
tienen sumando sobre todos los hiper-parametros «;, y f3;, respectivamente. Las
cardinalidades de X e Y son [ y J respectivamente. La funcién gamma I" se define
como I'(z) = 0+°° e 'y*~1dt. Cuando z es un entero no-negativo, I'(x + 1) = z!.

Para el modelo dependiente, la verosimilitud es un poco méas compleja de
computar, y consiste en sumar sobre todos los valores posibles de independencia
y dependencia para las slices del conjunto condicionante. Como se describe en

Margaritis y Bromberg (2009), esto se computa como:

K K

1 prox + ahi — 11 prgs

P D M_‘ _ k=1 k=1 ’
(D | M-cr) POl o)
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A.1 Verosimilitud del modelo dependiente

donde g ya ha sido computado con la Ecuacién (A.3), pp = P(MF) = P(Mé/IK)
es la prior del modelo independiente en el slice k, g, = P(MF) = 1—p,, es la prior
del modelo dependiente en el slice k, y hy es la verosimilitud del modelo para el

slice k, que se computa como sigue:

I J
C(7vij + ¢
hy = P(D* | MEy;) = |||| ” ) A5
p=P(D" [ Mieq) = 7+M (7)) (A.5)

=1 j5=1

Los valores = y 7;; son hiper-pardmetros, y ¢;; son las frecuencias de las variables
X eY en D¥. Los hiper-parametros gamma se obtienen sumando sobre todos los
hiper-pardmetros ;;. Hacia el final de este apéndice, en la Seccién A.1 se detalla
un desarrollo matemético para obtener la expresion de la Ecuacién (A.4).

En el Algoritmo 9 se muestra un pseudo-codigo del tests estadistico Bayesiano.
Primeramente, el conjunto de slices del conjunto de datos se obtiene generando
todas las configuraciones de las variables del conjunto condicionante Z. Segundo,
se inicializan las priors 7,7, ay, 5; v P(Mcr). En nuestra implementacion, el test
utiliza los mismos valores en los hiper-pardametros que se usan en Margaritis y
Bromberg (2009), que son: v;; = 1,04 =2, 8; = 2y P(Mcy) = 0.5. Luego, por ca-
da slice k de Z, se computa la verosimilitud del modelo independiente y del modelo
dependiente, usando la Ecuacién (A.3) y la Ecuacion (A.5), respectivamente. Lue-
go, la verosimilitud de todas las slices se combinan en P(D | M¢;) y P(D | M—¢r)
utilizando la Ecuacién (A.2) y la Ecuacién (A.4), respectivamente. Finalmente,
P(Me¢y | D) se obtiene con la Ecuacién (A1), y P(M-cr | D) =1—P(Mcy | D).
El test de independencia retorna verdadero cuando P(M¢; | D) > P(M-¢c; | D)y
falso en caso contrario. La implementacién de todas las férmulas dadas se efectia

en el espacio logaritmico, para evitar problemas de desbordamiento aritmético.

A.1. Verosimilitud del modelo dependiente

En esta seccion se describe un desarrollo sobre coémo obtener la verosimilitud
del modelo dependiente, es decir, cémo se obtiene la férmula de la Ecuacién (A.4).
En las publicaciones originales del test estadistico Bayesiano no se detalla como se
ha obtenido dicha férmula. Por esto, este apéndice publica un desarrollo posible.

El desarrollo, en primer lugar, comienza aplicando la regla de Bayes a la

definicién de P(D | M_¢r) y luego aplicando regla de la cadena al numerador, se

121



A. TEST BAYESIANO DE INDEPENDENCIA CONDICIONAL

Algoritmo 9 Test estadistico Bayesiano(D, X,Y, Z)

slices < obtener slices de Z

inicializar priors 7,7, o, B v P(Mcr)
para toda slice k € Z hacer
gr < computar verosimilitud utilizando la Ecuacién (A.3)
hi, < computar verosimilitud utilizando la Ecuacién (A.5)
P(D | M¢r) < computar utilizando la Ecuacién (A.2)
D | M_¢) < computar utilizando la Ecuacién (A.4)

P(
P(Mcr | D) < computar utilizando la Ecuacién (A.1)
P(M-c;| D)+ 1—P(Mcr| D)

si P(M¢cr | D) > P(M-cr | D) entonces

retornar verdadero

—_ =
—= O

: sino

—_
N

retornar falso

,_.
@

obtiene:
P(D, M_¢y) B P(M_¢cr| D) - P(D)

P(M-cr) P(M-cr)
Como P(M_¢cr | D) =1—P(Mcy | D), puede re-expresarse la Ecuacién (A.6)

CO1mo:

P(D | M-cr) = (A.6)

(1 - P(Mc; | D)) - P(D)

P(D | M_¢y) = P(M o) ,

que es igual a:
P(D) — P(Mcr | D)P(D)
P(M_¢yp)

Ahora, utilizando la ley de probabilidad total, el término P(D) puede des-

P(D | M.¢)) = (A.7)

componerse como:
P(D) = P(D,Mc¢y) + P(D,M_¢c;) = P(D,M¢y) + P(D, M_¢p),
y aplicando regla de la cadena, puede re-expresarse como:
P(D) = P(D | Mcr)P(Mcr) + P(D | Moc1)P(M-cr). (A.8)
Mediante la descomposicién de la Ecuacién (A.8) en el producto de las vero-

similitudes incondicionales para cada slice k, se obtiene:

P(D) = [[ P(D | M)P(Mf) + P(D | M%) P(M?). (A.9)
k=1
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Para abreviar, denotamos p, = P(MF), gp = P(D | MF), ¢ = P(MF¥,), hy =

P(D | M*,), y 1a ecuacién la Ecuacién (A.9) ahora puede expresarse como sigue:

K
P(D) = [ [ gepe + Pt (A.10)

k=1
Finalmente, como el término P(M¢; | D)P(D) del numerador en la Ecua-
cién (A.7) puede re-expresarse como P(M¢r, D), y entonces expresarse como la
otra condicional P(D | M¢or)P(Mcr), descomponiendo este término en el pro-
ducto de las verosimilitudes incondicionales correspondientes para cada slice k,

puede expresarse como:

K
P(Mc; | D)P(D) =[] P(D | Mf)P(MF),
k=1
6 utilizando la notacion abreviada:
K
P(Mc; | D)P(D) = [ ] gups. (A.11)
k=1

Por tltimo, si en la Ecuacién (A.7) se reemplaza P(D) por el término de la
derecha de la Ecuacién (A.10) y P(M¢r | D)P(D) por el término de la derecha
de la Ecuacién (A.11), se obtiene:

_ I

P(D | M-c) = ST , (A.12)

que es justamente la formula mostrada en la Ecuacién (A.4).
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Apéndice

Correctitud del conjunto de cierre basado

en mantas de Markov

En este apéndice se presenta una prueba formal de que el conjunto de cierre
basado en mantas de Markov descripto en la Definiciéon 5 de la Seccién 4.2 es de
hecho un cierre, es decir, sus aserciones de independencia determinan completa-
mente la estructura utilizada. Para empezar, es necesario reproducir un resultado
tedrico importante: la propiedad de Markov de a pares (més conocida en inglés,
como pairwise Markov property) (Koller y Friedman, 2009; Lauritzen, 1996; Pearl,
1988), que se satisface por cualquier red de Markov G de una distribucién positiva
e isomorfa a grafos P:

Definicién 6 (Propiedad de Markov de a pares). Sea G una red de Markov de
alguna distribucion isomorfa a grafos P, y sea E(G) el conjunto de las aristas en

el grafo G, entonces:
(X,)Y)¢ E(G)e (XLY|V\{X,Y}) en P. (B.1)

Ahora, basandonos ademads en los axiomas de Interseccion y Unién Fuerte (ver
la Seccién 2.1.3), presentamos dos lemas auxiliares que relacionan las aserciones
de independencia y de dependencia con las aristas de un grafo. Primeramente,
se presenta un lema respecto de las aserciones de independencia del conjunto de

cierre basado en mantas de Markov.

Lema 1.
(XiI_Y|MBX\{Y}) = (X,Y) ¢ E(G). (B.2)
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MANTAS DE MARKOV

Demostracion. La demostracion de este lema es sencilla. Primero, se puede apli-
car la propiedad de Unién Fuerte al lado izquierdo de la Ecuacién (B.2), para
obtener (X LLY|V \ {X,Y}). Luego, si se aplica la propiedad de Markov de a
pares de la Ecuacién (B.1) se obtiene exactamente lo que dice el lado derecho de
la Ecuacién (B.2), ie., (X,Y) ¢ E(G). O

Adicionalmente, se presenta un lema mas, respecto de las aserciones de depen-
dencia del conjunto de cierre basado en mantas de Markov. Para esto es necesario

argumentar algo similar para la contra-positiva de la Ecuacién (B.2):

Lema 2.
(XUYMB\{Y}) A VW ¢ MBY(XLULWI|Z,Y)= (X,Y)€ E(G). (B.3)

Demostracion. La demostraciéon de este lema es un poco més compleja que la de-
mostracion del Lema 1. Primeramente, al igual que en la demostracion anterior,
se debe aplicar la propiedad de Union Fuerte para extender el conjunto condi-
cionante MB* \ {Y'} del lado izquierdo de la Ecuacién (B.3) hasta el dominio
completo V\{X,Y}. Luego, utilizando la contra-positiva de la Ecuacién (B.1) se
obtiene el lado derecho de la Ecuacién (B.3), i.e., (X,Y) € E(G).

En detalle, la demostracién puede llevarse a cabo del siguiente modo. En una
primer iteracién, se toma del lado izquierdo de la Ecuacién (B.3) la dependencia
(X LY |MBX\{Y}) y la independencia (X 1LW|Z,Y) para una primer variable
W. Aplicando la propiedad de interseccién de la Ecuacién (2.6), y tomando que
Z = MBX\{Y'}, se puede obtener la dependencia (X U Y|Z, W). Luego, tomando
esta dependencia resultante (X LY |Z, W) puede pasarse a la siguiente iteracion,
y aplicar la propiedad de interseccion para otra asercién de independencia con
otra variable W, denotada W' por conveniencia. Utilizando nuevamente la propie-
dad de Unién Fuerte a una asercién de la forma (X 1LW'|Z,Y"), puede obtenerse
particularmente (X LW’|Z, W,Y), a la que puede aplicarse Interseccién para ob-
tener finalmente (X JLY'|Z, W, W’). El proceso se completa si se realiza lo mismo
iterativamente para todas las variables restantes VIV ¢ MB?¥, llegando a obtener
(XULY|V \ {X,Y}). Por dltimo, generando la contra-positiva de la propiedad
de Markov de a pares mostrada en la Ecuacién (B.1), se ve claramente que la

aserciéon (X LY|V \ {X,Y}) implica la existencia de una arista en el grafo, i.e.,

(X,Y) € BE(G) & (XULY|V\{X,Y})en P, (B.4)
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donde el lado izquierdo es exactamente igual al lado derecho de la Ecuacién (B.3).

[]

Finalmente, con ambos lemas puede probarse nuestro teorema principal de un

modo muy sencillo:

Teorema 1. Sea G una estructura de independencias no dirigida de una distri-
bucion positiva isomorfa a grafos P(V). El conjunto de cierre basado en mantas
de Markov de G es un conjunto de aserciones de independencia condicional que

es suficiente para determinar completamente la estructura G.

Demostracion. Probamos el teorema demostrando que todas las aristas y no aris-
tas en G estdn determinadas por las aserciones de independencia contenidas en
el conjunto de cierre basado en mantas de Markov C(G). Demostramos esto se-

paradamente para ausencia y existencia de aristas entre dos variables X e Y':

i) Para ausencia de arista: Sea (X,Y') ¢ E(G). Entonces, por definicién, el
cierre contiene las dos aserciones de independencia: (X 1LY |[MBX\{Y}) y
(Y ILX|MB"\{X}), que, por la Ecuacién (B.2) del Lema 1 ambas implican
(X,Y) ¢ E(G).

ii) Para existencia de arista:
Similarmente, sea (X,Y) € E(G). Entonces, por definicién, el cierre con-
tiene la asercién de dependencia: (X LY |MB*\{Y}). También, para toda
variable W tal que (X, W) ¢ E(G) (i.e., W ¢ MB?Y), el cierre contiene
(X LLW|MB?¥). Entonces, por la Ecuacién (B.3) del Lema 2 tenemos que
(X,Y) € E(G).
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Apéndice

El Algoritmo HHC-MN

Este apéndice explica brevemente cémo funciona HHC, y como se adaptoé para
que el mismo aprenda redes de Markov, resultando en el algoritmo HHC-MN que
presentamos en el Capitulo 5 como algoritmo competidor.

El algoritmo HHC (Aliferis et al., 2010b) aprende una estructura mediante el
aprendizaje del conjunto PC de cada variable, es decir, mediante el aprendizaje
de los hijos y los padres (PC significa parents and children) de cada variable. Para
esto, HHC aprende la estructura global utilizando la estrategia LGL explicada en
el Algoritmo 1, y utilizando el algoritmo HITON-PC (Aliferis et al., 2003, 2010a)
para aprender la manta de Markov de cada variable aleatoria.

El pseudo-cédigo de HITON-PC puede verse en el Algoritmo 10, reproducido
desde Aliferis et al. (2010a)[Figura 6, pagina 192]. El nombre completo de este
algoritmo es interleaved HITON-PC with symmetry correction. Para aprender el
PC de una variable X, este algoritmo comienza con un conjunto candidato vacio
PC(X), ordenando el resto de las variables del dominio por prioridad, segin
asociacion con X. La prioridad se genera segin la asociacion con X, la que se
obtiene mediante un test estadistico incondicional. La lista que contiene este or-
den de asociacién se llama ABIERTA. Luego, se descartan las variables que se
encuentran independientes de X incondicionalmente. A continuacion, el algorit-
mo utiliza una heuristica de inclusiéon que acepta cada variable en el conjunto
PC(X) candidato. Si alguna variable en PC(X) es independiente de X dado
algun subconjunto del conjunto PC(X), entonces ésta es removida del conjunto

PC(X), y ya no vuelve a ser considerada. La funcién de inclusién y la estrategia
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de eliminacion se iteran intercaladamente hasta que ya no hay mas variables para
incluir.

La complejidad del algoritmo HITON-PC es O(n27), donde 7 es el maximo ta-
maiio del conjunto PC encontrado. Por esto, la complejidad de HHC es O(n?27),
ya que HITON-PC se ejecuta una vez por cada una de las variables del dominio.
Para redes de Markov, el conjunto equivalente al conjunto PC de una variable
son sus variables vecinas, que se corresponde con la manta de Markov. Por esta
razon, se espera que HITON-PC aprenda la manta de Markov de redes de Mar-
kov, y entonces puede utilizarse como parte del algoritmo HHC para aprender
estructuras no dirigidas. Esto no se prueba analiticamente en este trabajo. pero
si se confirma empiricamente para todos los casos considerados en el Capitulo 5.
Para obtener una red de Markov, simplemente debe omitirse el dltimo paso de

HHC, que orienta las aristas. Por esto, se denota a tal algoritmo como HHC-MN.

Algoritmo 10 HITON-PC(X, V).
1: /* Inicializacién */

PC(X) «— 0.

N

/* Funcién heuristica de inclusién */

Ordenar en lista ABIERTA las variables de V — { X}, segun asociacién con X
Remover de ABIERTA las variables sin asociacién con X

Insertar al final de PC(X) la primer variable de ABIERTA y removerla de ABIER-
TA

7: /* Estrategia de eliminacién */

8: para cada Y € PC(X) hacer

9: si(3ZCPC(X)—-{Y}:(X1Y|Z)) entonces
10: remover Y de PC(X)

11: /* Estrategia de intercalado */

12: repetir

13:  heuristica de inclusion y estrategia de eliminacién
14: hasta que ABIERTA =0

15: retornarPC(X)
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